’ Inégalités usuelles ‘

1) Deux exemples classiques

a) Exemple : Pour tout réels = et y, | |zy| < %(xQ +y2) |, car (|z] — |y))* > 0.

Ezxzemple : Si 0+°° f? et f0+°° ¢? convergent, alors f0+°° |fg| converge, et f0+°° |fgl < % ( 0+°° 2+ f0+oo g2> .
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Remarque : On peut aussi prouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz : [;" |fg| < ( o [ ) ( 0o 9 ) .

Remarque : Propriété analogue avec les séries : si > u2 et Y v2 convergent, alors > u,v, converge.

b) Ezemple : On a | (z1 + o + ... + 2,)* < n(x? + 23 + ... + 22) |, avec égalité ssi les x; sont égaux.

Premiére preuve : On utilise Cauchy-Schwarz : (37, ziyi)? < (X, 2?) (X, v?), avec y; = 1.
Deuxiéme preuve (moins élégante) : On développe (z1 + z2 + ... + xn)Q, et on utilise Vi # j, x;x; < %(gvf + m?)

2) Majorations uniformes et borne supérieure

a) De trés nombreux problémes d’Analyse consistent a obtenir des majorations indépendantes d’un parameétre.

Ezemple : Une fonction f: I — R est majorée ssi il existe M tel que Vz € R, f(z) < M.

Ici, M ne dépend pas de z (on pourrait dire que M est une majoration uniforme de f(x) par rapport a x).

Ezemple : Une suite de fonctions (fy,)nen est uniformément majorée ssi il existe un majorant de f,(x) indépendant
de = mais aussi de n. Par exemple, les fonctions f,, : x — nsin(x) sont majorées mais non uniformément majorées.

En revanche, les fonctions f,, : © — sin(nz) sont uniformément majorées.

Ne pas confondre Vn e N, AM e R, Ve € R, fp(z) < M et AM € R, Vn € N, Vz € R, f,(x) < M.

La permutation des quantificateurs V et 3 modifie le sens ; dans le premier cas, M peut dépendre de n.

b) Rappel : Toute partie non vide de R admet une borne supérieure.

IMPORTANT : ’supie] a; < M ssiViel, a; < M|: Les majorants de A sont les éléments plus grands que sup A.

Ezxemple : Soient (uy)nen et (vn)nen deux suites réelles strictement positives.

U
La meilleure constante K telle que Vn € N, u, < Kv,, est K = sup,,cn <n>
v
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Il y a un (ou plusieurs) cas d’égalité ssi la borne supérieure est atteinte, c’est-a-dire ssi K est le maximum des —.
Un

(14 x2 + ... + )2
(22 + 22+ ... +22)

Ainsi, on a sup, . 2.)4(0,...,0) =n (et il y a égalité ssi les z; sont égaux).

b b
FEzxemple : Soient a,b > 0. SiVh >0, x < ah + W alors x < infp~q (ah + h> = 2v/ab.

3) Opérations sur les inégalités

a) Sommation et intégration des inégalités.



Principe : Si|Vt € [a,b], f(t) < g(t), alors ff f(t) dt < f;g(t) dt‘ (valable aussi pour les intégrales impropres).

Exemple : SiVz > 1, f'(z) > 1, alors f(z) — f(1) > Inz pour tout @ > 1.

b) Pour majorer un quotient de réels positifs, on majore le numérateur et on minore le dénominateur.
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Ezxemple : Pour n € N*,
x ..

¢) Pour comparer deux réels = et y, on évalue selon les cas x — y ou — (ou ici y > 0).
Yy

d) Cas d’égalité dans les sommes d’inégalités.

Principe : Si a; < b; pour tout ¢ € {1,2,...,n}, alors Y " a; <Y 1" | b;, avec égalité ssi Vi, a; = b;.

e) Valeur absolue : On a |z| = max(x, —x), donc ’ |z| < a équivaut a x < aet —z < a|

n t —-n
f) Ezemple : Yt € [0,n], <1 - t) <e < (1 + > .
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En fait, il suffit de prouver <1 — > <etn < (1 + > , qui résulte de e* > 14 u, avec u = £—.
n n n

Ezemple : Pour tout ¢ €]0, 5[, cotan? ¢ < %2 <1+ cotan®t.
En fait, les inégalités résultent de tant >t et sint < t.

g) Suites infra-géométriques.

SiVn > p, |upt1] < kluy|, alors Yn > p, Ju,| < E"7P |uy).

4) Inégalités et études de fonctions

Principe : Pour prouver f(x) <0, on étudie la fonction f qui permet de déterminer sup f.
1

Ezxemple : Vx >0,z + — > 2.
x

Ezemple : Supposons f™(t) € [m, M] pour tout ¢ € [0, z].

En intégrant n fois sur [0, z] I'inégalité : Vt € [0,z], m < (™ (t) < M , on obtient :

n n l‘k

P(z)+m— < f(z) < P(x) + Mx—', ot P(z) = f) (O)ﬁ est le polynome de Taylor de f en 0 et d’ordre n.
n! !

Remarque : On en déduit I'inégalité de Taylor-Lagrange (en prenant m = inf f () ot M = sup f (”)).

5) Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit F un espace muni d’un produit scalaire ( | ), c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique et définie positive.

Alors | (z | )2 < ||lz||? ||ly||* |, avec égalité ssi x et y sont colinéaires.

(zly)
(Y1l

Remarque : Pour x et y non nuls, on définit alors I'angle 6 non orienté de (z,y) par cosf =

Ezemple : | (301, l'iyi)z < (i a?) (v |

Remarque : Plus généralement, si w; > 0, on a (> wixiyi)2 < (2?21 wzxf) (Z?:l wz-yz?) )



, avec égalité ssi f et g sont proportionnelles.

Ezemple : (f;f(t)g(t) dt>2 < (f; f(t)? dt) (ffg(t)Q dt)

Remarque : En Pappliquant a |f]| et |g|, on obtient f: [f()g(®)| dt < \/f;f(t)2 dt\/ffg(t)2 dt |.

Remarque : Plus généralement, si w(t) > 0, on a (f f(t) )dt) < (f; f#)? ) <f gt dt) :

Ezxemple : (fol ft) d ) < fo 2 dt, et plus généralement, (f; f(t) d) < (b (f f(t) )

6) Inégalités triangulaires

a) Premiere inégalité triangulaire : |z +y| < |z| + |y|, et plus généralement, | |> ", x| < D0 |z |

Remarque : Dans C, on a |y | z| < Y1 |z, avec égalité ssi les z; non nuls ont le méme argument.

Dans tout espace euclidien, ||> 7 @il < >0, ||@ill, avec égalité ssi les z; sont colinéaires de méme sens.
ATTENTION : Supposons 0 < a; < b;. En général, on ne peut pas comparer | " ; a;x;| et |> 1 bixi| .
IMPORTANT : SiVk € {1,2,...,n}, |ar — b| < ek, alors >y ar — > p_q bel <D py k-

c) Seconde inégalité triangulaire

Propriété fondamentale : ’ |z +y| > |z — |y ‘

Seconde inégalité triangulaire : ||z| — |y|| < |z —y|. La fonction x — |z| est 1-lipschitzienne.

b) Utilisations des inégalités triangulaires pour magjorer et pour minorer la valeur absolue d’une somme

Principe : ’ |A] — |u| < |A4+u| < |A] + |u ‘

Ezemple : Soit P(z) =Y j_yaxz" un polynéme complexe de degré n. Alors limj,|_ 4 P(z) = +00.

En effet, on a |P(2)| = |an="] — | Sh2g k2| = lanl 2" = S3=d lan [21F, cax

120 ast| < g land [

Or, on a lim,_ 4 |an| p" — Zz;é |lax| p¥, car le terme est équivalent & |a,| p".

7) Inégalité de la moyenne

Doy NiTi
Z?:l Ai

On en déduit Y1 ) aiwi| < D70 |aiw| < (maxy<i<p |2i]) D25 |ad] -

Si A; > 0 non tous nuls, alors la valeur moyenne est < M = maxi<i<n Z;.

b
N R - Ji 5(®)g(t) dt
nalogue pour les intégrales : Si g > 0 non identiquement nulle, la valeur moyenne =*——————— est < sup f.
[, g(t) dt
On obtient donc ‘f;f(t dt‘ < f If(t)g(t)| dt < <supab] ]f]) f lg(t)] dt.
1 n 1,n M
Ezemple : ‘fo fe)t dt‘ <M [y t"dt = nel o8 M = supy q | f]-

Remarque : Noter que cette majoration est plus fine que celle obtenue avec ’ fol o(t) dt’ < supj ] lo] .

8) Inégalité des accroissements finis et inégalité de Taylor-Lagrange




a) Inégalité des accroissements finis : | |f(z) — f(a)| < |z — a|supyeiqq [ £/ ()] |

Ainsi, une fonction de dérivée bornée est lipschitzienne de rapport k& = sup |f'|.
Ezemple : [sinz| < |z| et plus généralement |e’” — ™| < |z — y|.

. 1
Ezemple : Pour 0 <z <y, \/y — 2z < m(y —x).

b) Inégalité de Taylor-Lagrange :

Soit f : [a,z] — R de classe C™. On note | Py(z) =Y 0 , (k)( ) | le polynome de Taylor & 'ordre n de f en a.

Remarque : P,(x) est 'unique polynome de degré < n qui a les mémes dérivées que f en a jusqu’a l'ordre n.

‘a: . a’n-i-l

On pose Au(x) = f(x) ~ Pa(x). Alors |Ro(z)| < 0 supiegy |01

Exemple : Pour tout = € [—1,1], on a [In(1 +z) — 2| < 222

En effet, In"(1+t) = donc pour tout ¢ € [—3, 1], on a |In"(1+¢)| < 4.

(1+t)2’

Ezemple : Pour tout z € R, [sin(z) — 2| < & |2[?, car supg sin(3)‘ =1.

c) Développements en série entiére.

Principe : Si lim,_ o0 |Rn(2)], alors f(z) = limy, 400 Pn(2), c'est-a-dire f(z) = > (m:;!l)"f(”)(a).
Exemple : On a ‘ex — > o %T < %emax(oﬂ) — 0 lorsque 7 tend vers +oo, donc e® = >0 %:
Ezemple : On a Vo € [0,1], |In(1 +z) — >}, (_1,):711”“ < %‘H’ car In" V(1 4+ ¢) = W <n!
En particulier, on obtient : In2 = :{g (717):_1

9) Inégalités de convexité

Une fonction f de classe C? est convexe ssi f’ croissante (c’est-a-dire f” > 0).
L’application f est strictement convexe ssi f’ est strictement croissante (donc f” > 0 sur un ensemble dense).
a) Position du graphe par rapport & ses tangentes et a ses cordes.

Le graphe d’une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes.

Ezxemples a connaitre : Yx € R, e* > 1+ xzet Ve > -1, In(l1+2) <=z

f<w1+ar2+---+wn) < flz1) + f(e) + ..+ flzn) |

n n

b) Inégalité de convexité : Soit f : I — R convexe. Alors

Ainsi, I'image de la moyenne est inférieure ou égale a la moyenne des images.
Plus généralement, si > " ; a; =1 et a; > 0, alors f(D°1 axi) < D ouf(z;).
Ezemple : Comme In est concave (car In” < 0), alors pour tous x; > 0, (:L'l...a:n)l/” < % Yo .

10) Inégalites et limites




a) Théoréme de passage a la limite des inégalités larges.

Principe : Si limg_,, f(x) et lim, ., g(x) existent, et si f(z) < g(z), alors lim,_q f(x) < limz_, g(x).

FEzemple : Inégalité a e prés. Pour prouver z < y, il suffit de prouver que Ve > 0, x <y + €.

En effet, en faisant tendre ¢ vers 0T I'inégalité x < y + ¢, on obtient = < ¥.

b) Théorémes de pincement.

Principe : Si u(x) < f(z) <wv(x) et si L = limz_q u(x) = limy_, v(x), alors lim,_., f(x) existe et vaut L.
Pincement infini : Si f(x) > u(x) et si lim,_,, u(z) = 400, alors lim,_,, f(z) = +oo.

IMPORTANT : Ne pas confondre a) et b) : Dans le théoréme de pincement, on prouve l'existence d’une limite. Dans
le théoréme de passage a la limite des inégalités larges, on compare deux limites existentes.

Extension aux équivalents. Siu(z) < f(z) < wv(z) et si u(z) ~q v(z), alors f(x) ~q u(z).

11) Inégalités locales (vraies au voisinage d’un point)

a) Deux fonctions équivalentes en a ont méme signe au voisinage de a.

En particulier, si lim,_.q f(z) =1 > k, alors f(x) > k au voisinage de a.

Exemple : |Si uy, > 0 et limy— 1 o Untl _ < k, alors u, = O(k") |.

Un41

En effet, il existe p € N tel que Vn > p, < k, donc u,, < k" Puy,.

n
Un+1 <U7’L+1
Up — Up

Remarque : Plus généralement, si pour n > p assez grand, alors u, = O(vy).

b) Utilisation des développements limités en grand O.

Exemple : 1l existe une constante k tel que |In(1 + z) — x| < kx? sur un voisinage de 0.

En effet, In(1 +z) — z = O(2?).

Remarque : Si on veut expliciter k et un voisinage, on utilise 'inégalité de Taylor-Lagrange.

12) Inégalités et récurrence

Un+1

a) FExemple des suites infra-géométriques : Si Vn > p, < k, donc u,, < k""Puy,.

n
V9 = ug et v = uq.

b) Exemple : Si upt2 > Upt1 + Up, alors ¥n € N, u, > vy, o (uy)nen définie par
Un+tl = Unt1 + Un

c) Cas générique : Supposons Vn € N, u,+1 < f(uyn), avec f croissante.
Alors Vn € N, uy, > vy, ol (up)nen définie par vg = ug et v,41 = f(vp).

En effet, si on a u, > vy, alors u,+1 < f(u,) < f(v,) = vp41, €t on a bien ug < vg. Dol le résultat par récurrence.



