’Rappels sur les développemens limités‘

1) Remarques

a) f(x) = 04(g(x)) signifie f(z) = g(x)o,(1) au voisinage de a, ot 0,(1) désigne une fonction — 0 pour z — a.

f(x) = O4(g(x)) signifie f(x) = g(x)Oq(1), ott Oy(1) désigne une fonction bornée au voisinage de a.
Remarque : On a par exemple o(x)O(2?) = 230 (1) O(1) = o (z3)

b) Erreurs sur les équivalents :

- on peut multiplier les équivalents et les mettre a la puissance « :

Si f(x) ~ g(z), alors f(z)* ~ g(x)®, car si limg_,, A(x) = 1, alors lim,_,, A(z)* =1

- ne pas sommer les équivalents : calculer avec o ()

- ne pas composer les équivalents (a droite) : (z 4+ 1) ~14 o , mais e**! et e ne sont pas équivalents en +oo.
- ne pas écrire e* ~ 1 + x pour signifier e* =1+ z + o0 (z).

- ne pas confondre f ~, g et limy(f —g) =0 ; on a en effet f ~, gssi f —g=0(g).

b) Partie principale d’un DL :

Si f(x) =ao+ a1z + ... + apz™ + 0 (z™), avec aj non tous nuls, alors f(x) ~ apz?, ot p = min{k | a; # 0}.
c¢) Unicité du DL :

Supposons f(z) = ag + a1T + ... + apz™ + 0 (") = by + b1z + ... + bpx™ + 0 (z").

S’il n’y a pas unicité, il existe un plus petit p tel que a, # b,. Alors (a, — by)z? = 0 (2P), donc ap, = by,

Conséquence : si f est paire, le DL de f est pair (car f(x) et f(—z) ont le méme DL).

d) Lien entre DL en O() et DL en o().

Si f(z) = O(z"*1), alors a fortiori f(x) = o (2™) ; si f(z) = o (z"), alors a fortiori f(x) = O(a™)

e) Un DL correspond & des limites successives :

flx)—co— ar

et co = lim,_,o

f(z) = co + 1z + co2? + 0 (2?) équivaut & g = lim, ¢ f(z), ¢1 = lim, o m 5
x z

2) Intégration des DL et formule de Taylor-Young

a) Intégration des DL : Si f'(z) = o (z"), alors f(z) = f(0) 4+ o (x™T1).
Preuve : f(z) = f(0) = 2f'(yx), donc f'(yz) = o (vyy) = o (z"*1) car y, € [0,2].

F®(0)
k!

Remarque : S’obtient par intégrations successives du DL de f (n—1),

b) Prop : Si f est dérivable n fois en 0, alors | f(z) = >}, ok + o (27|

ou bien par l'inégalité de TL : si f est C"*! au voisinage de 0, on a f(x) — P,(z) =

O(z"1).
c¢) On peut dériver les DL si on sait (par Taylor-Young notamment) que le DL existe.
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Ezemple : (ﬁ) =1+z+..+2" +0(2") donc (ﬁ) =142z +32%2+ ...+ (n+1)z" + o (a).



En effet, z — (ﬁ)Q admet un DL, et en dérivant, on doit obtenir celui de ﬁ
d) Lien entre dérivées et DL.

f est continue ssi f admet un DL en a a Pordre 0 : f(a+ h) = f(a)+0(1).

f est dérivable ssi f admet un DL en a alordre 1 : f(a+h) =a+ Bh+o0(h) ssi f(a) = a et f'(a) = .
En revanche, pour n > 2, f peut admettre un DL, (a) sans que f (")(a) existe.

Ezemple : f(z) =23 1g(x). On a f(x) = o (z?). Mais f n’est continue (et dérivable) qu'en O ...

e) Calculs de dérivées a l'aide de Taylor-Young et de lunicité des DL.

() (0
Ezemple : f(x) = (e —1)" ~ 2™ et f de classe C*°, donc ! '( ) = 1, cest-a-dire f((0) = n!
n
3) DL usuels
a) On a L:Z” k4o (z") |, car S} _ 2k = Lot _ ! + O(2™ ).
11—z k=0 ’ k=0 11—z 11—z
1
D’ou T12- ZZ;&(—l)kxk + 0 (2" 1) et par intégration, on obtient
T
T 2 3 n
In(l+2) =0 (11 f @) = — =+ — 4 (=)t 4o ()
k 2 3 n
1 k,.2k 2 2 2n+1
. n n
On a aussi i Y peo(—=1)Fz%" + 0 (x*"), donc |arctan(z) = > ;_;(—1) ST +o (2" |

k
b) Par Taylor-Young, on a |exp(z) = > ;_q % +o(z™)|.

k
z
Plus généralement, pour tout z € C, exp(tz) = > 1_, Em" + o0 (2") lorsque = — 0.

On obtient les DL de ch(z) = £(e® + e™%) et de cos(z) = ch(iz), et de méme pour sh et sin :

$2k $2n
ch(z) =>4, nl + 0 (z%") et cos(z) = ch(iz) = Y }_o(—1)F )l + 0 (z%)
et
2k +1 p2k+1
sh(z) =>"1 kT + o (22"1) et sin(z) = EZZO(—l)km + o (z2F1h)

1 1 1
Par exemple, cosx =1 — 51’2 + ﬂx‘l +o(2%) et sinx =z — 63:3 + o (z).

ala—1)..(a—n+1)

¢) Pour f(z) = (1+2z)* ona f"(z) = o (1+2)* ™. Donc
-1 (a—k+1 -1
(1+m)azzzzoa(a ) k(la +1) xk—i—o(x”):l—i—ozm—i—a(az )x2+0(x2).
1 1)... k—1
On a donc =27 =10 BB+1) ls'ﬁ + ) z¥ + 0 (™) | Les coefficients sont > 0 si 3 > 0.
zr 113 x  3a?
E : —l4+24-22g2 H=142 4+ 2,
Temple — t5t555% +o0(x%) +5+ + o0 (x%)
Comme arcsin’(z) alors arcsin(z) = x + v + 327 + 0 (z®)
i = — i = —+— .
ik 6 40

Ezemple : Si p entier, (1+ 2)? =31, (?)2* 4 o (z") par le bindme tronqué.

d) DL5(0) de tan : On peut déterminer le DL de tan par tan = S Mais il y a mieux :
cos



tan est C™ et impaire, tanz = x + az® + bx® 4 o (z°). D’oul tan’(z) = 1 + 3az? + 5bz* + o (z4).
On a tan(z)? = 22(1 4+ az? + baz* 4+ o0 (z?)) = 22(1 + 2az? + o (2?)).

Comme tan’(z) = 1 + tan(x)?, alors 1+ 3ax? + 5bx? + o (z*) = 22 + 2ax* + o (z4).

Par unicité du DL, on a 3a = 1 et 5b = 2a, d’otu a = % et b= 1%

Remarque : Une autre méthode est d’utiliser tan(arctanz) = .

Comme arctan(z) =  — 12° + 12° + 0 (2*), alors tan(arctanz) = (z — 2% + $2°) + az® (1 — %x2)3 + ba® + o (2°).

On obtient ainsi z + (a — ) az® + (b—a+ 1) 2% + 0 (2°) =z, dota =1 et b=

Gl



