’ Polynémes. Exemples

1) Racines des polynomes

a) Ordre de multiplicité d’une racine

FEzo : Racine d’ordre > m : Montrer que ’ (X —a)™ divise P ssi P(a) = P'(a) = ... = P Y(a) =0 ‘

Ezo : Si a racine de P d’ordre m > 1, alors a est racine de P’ d’ordre (m — 1).

Ezo : Soit P € C[X] de degré n € N*. Montrer que P’ divise P ssi P = A(X —a)".

Remarque : Plus généralement, deg pged(P, P') = n —r, ot r est le nombre de racines de P distinctes.
Exo : Montrer que les racines (complexes) de P = X® — 5X — 1 sont simples.

Ezo : Calculer le quotient et le reste de P(X) =Y _,ap X" par (X — ).

b) Nombre de racines d’un polynéme

Rappel : Soient ay, ..., a, distincts. ’P(al) = P(ay) = ...P(a;) =0ssi (X —ay)...(X — a,) divise P ‘

Plus généralement : ( V4,Vi < mj, P'(a;) =0 ) ssi (X —a1)™...(X — a,)™ divise P.
Conséquence : Un polynéome non nul de degré < n admet au plus n racines comptées avec multiplicité.

Conséquence : Si P de degré n et si P(a;) =0 pour i € {1,2,...,n}, alors P = A(X —a1)...(X —a,) :

Autrement dit, P est scindé et les a; sont ses seules racines, et elles sont simples.

Ezo : Soient n et p € N. Montrer que X? — 1 divise X™ — 1 (dans C[X]) ssi p divise n.

Exo : Soit € R et n € N. Donner une CNS sur 6 pour que X2 — 2(cos )X + 1 divise X" — 1.
Ezo : Montrer que (X +1)" — (X —1)" =23, ;oo (1) X% = P =2n[[}Z{ (z + i cotan (£2)).

Ezo : Soit P € C([X]) non constant. Montrer que f: C — C z—— P(z) est surjective.

Caractériser les valeurs admettant exactement n antécédents par f.
c) Polynomes réels
Ezxo : Soit P € R[X]. Montrer que P change de signe en la racine a ssi a est une racine d’ordre impair.

Ezo : On considére P = X3 + aX + b, avec (a,b) € R2.

Montrer que P admet trois racines réelles distinctes ssi 27b% 4 4a® < 0.

Remarque : En déduire une CNS pour que Q = X2 + aX? + 8X + v admette trois racines réelles distinctes.

Ezo : Soit P € R[X] de degré n > 1.

Montrer que si P est scindé (resp. scindé a racines simples), alors P’ est scindé (resp. scindé a racines simples).

Ezo : Posons R = (X2 —1)", et on note R™ la dérivée n-ieme de R.

Montrer que R est scindé a racines simples, et que ses racines appartiennent a - 1,1].

Ezo : (i) Soit P € R[X] scindé. Que dire des variations de % ?

(ii) Montrer que P(z)P"(x) < P'(z)?. En déduire P*) () P*+2)(z) < PFEHD ()2,
Ezxo : Soit P € R[X] scindé (& racines simples). Montrer que pour tout A, Q = P’ — AP est scindé.

2) Polynomes scindés et relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

Rappel : Si P =371 ap X" = an(X — 21)...(X — z,), alors 37 2z = ==L et 2129...2, = (—1)" 22,
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Ezo : Soient \ et u les racines dans C de P(X) = X2 —aX + 1, avec a € R. Que dire de |A| et |u| par rapport a 1 ?

Ezo : Soit P =Y"}_,arX"*. Montrer qu’il existe « tel que Q(X) = P(X + «) admette un coefficient nul en X"~1.

Interpréter géométriquement la valeur de .

Ezo : Soit P ="} _garX* = an(X — 21)...(X — 2,,), avec ag # 0 et a,, # 0.
En considérant Q(X) = X"P (%) = Y} an—k X", calculer >, i

Ezo : Soit P un polyndme scindé. Montrer que P est pair (c’est-a-dire P(X) = P(—X)) ssi 0 est racine d’ordre pair et les

racines de P sont deux & deux opposées (avec multiplicités).
Ezo : On prend ay, € Z et a, = 1. Montrer que les Sy = 2 + 25 4+ ... + 2* appartiennent & Z pour tout k € N.

3) Décomposition en facteurs irréductibles d’un polyndéme réel ou complexe

a) Décomposition dans C[X], Théoréme de D’Alembert-Gauss

Remarque : Tout polynéme non nul est scindé : Les polynomes irréductibles sont les polynémes de degré 1.
Ezemple fondamental : X" —1 =], (X —2) = Z;é(X —wh), ott w = e¥7/7,

Exo : Factoriser P = X* — 1 —i dans C[X] et Q =1 — XP + X?? — ..+ (—1)2XP4 dans C[X].

Ezxo : Evaluer Hz;é(a — e%*7/7) pour tout a € C, et montrer que Hz;ll sin (%ﬂ) = a1

b) Décomposition dans R[X]

Remarque : Si P(X) =Y 1 _gar X" = [[je (X — z)™ € C[X], alors P(X) =Y p_jar X" = A[[jL, (X — z)™".
Ainsi, si P est réel, c’est-a-dire P = P, les racines sont deux & deux conjuguées (avec multiplicité).

Rappel : Factorisation dans R[X] : (X — pe®)(X — pe™¥) = X2 — 2p(cos §) X + p?.

Ona P= AHLl(X — ) H;:ﬂ(x - ﬁj)(X _FJ)] , dou P = /\Hﬁ':l(X — ) Hj‘:1 (X2 - QRG(ﬁj)X —+ |ﬁj|2>-

Exo : Factoriser P = X" — 1 dans R[X] et Q = X%+ 1 dans R[X].

Remarque : Les polyndémes réels & valeurs strictement positives sont les P = )\H“;:l (X 2ta; X + bj)nj ,ou A > 0 et ou les

polynomes X2 + a; X + b; de degré 2 sont irréductibles (c’est-a-dire de discriminant a? —4b; < 0)..
Ezxo : Caractériser les polynomes réels a valeurs positives sur R.

4) Polyndomes de Tchebychev

Ezo : Montrer qu’il existe un unique polynéme T,, tel que T;,(cos ) = cos(nd).
Ezo : Montrer que pour tout n € N*, T,,(X) = 2" [[}Z; (X — cos ((2k + 1) 2T)).

5) Interpolation de Lagrange en des points distincts aq, ..., a,

Ezo : Soient f: R — R, et a # b. Expliciter 'unique droite affine telle que L(a) = f(a) et L(b) = f(b).

Ezo : Montrer l'unicité et expliciter le polynéme P € K,,_1[X] tel que Vk € [1,n], P(ax) = ys.

Préciser aussi tous les polynomes A € K[X] vérifiant tels que Yk € [1,n], A(ak) = Yk-

Exo : Calculer le reste R,, de la division euclidienne de P, (X) = X" par X2 — 2(cos0)X + 1.

Montrer que pour tout polynéme P de degré < n, Z?Zl P(a;)L;(X)=P(X)|
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Ezo : Avec les notations de I’exo précédent, montrer que L;(X) = —————.
p q ]( ) Q/(ak)(X_ak)
1 z

X 1= > U x> ot U, = {1,w,w?,...,w" 1} et w = 27/
— n "X -2z

En déduire que



