’ Calculs de dérivées ‘

1) Dérivée d’un produit et formule de Leibniz

a) (fg) = f(g+ fg et plus généralement (f1...fn) =>4y fi(Il;z fj) (cf d'ailleurs dérivée logarithmique).

b) Formule de Leibniz : Si f et g sont de classe C", alors | (fg)™ = > r—o (Z)f(k)g("_k) !

Remarque : La formule se prouve par récurrence a l’aide de la formule du triangle de Pascal.
Ezemple important : (xf)™(z) = zf (x) + nfD(z), et de méme avec (z2f)™ ().

2) Dérivée d’une composée

a) Si f et g sont dérivables, alors ’ (gof) =f'x(4o0 f)‘

Ezemple : Dérivée n-iéme de z®. Avec f : x+— 2% on a f™(z) = a(a—1)...(a —n + 1)z,
IMPORTANT : De facon génénral, pas de formule simple exprimant la dérivée n-iéme d’une composée.

b) Dérivée d'une composée avec une fonction affine. Si g(z) = f(ax +b), alors g™ (z) = a” f("™) (az + b).
Ezxemple : La dérivée n-iéme d’une fonction paire est paire si n est paire, et impaire si n est impair.

FEzemple : Les dérivées d’une fonction T-périodique est T-périodique.

1\ -—a¢
c) Si g est > 0, alors | (¢%) = ag’g®!|et (> S

ga ga+1'
/ ’ / / 1 ! / /
IMPORTANT : <f> = % . En effet, on a <f> = (f X ) = f— — affl.
g g g g g g
d 1 B | B(B+1)...(B+n—1)
Exemple : — = donc — = .
TP G 1 —a)f (1 — 2y SN G (1 )P (1 — z)Bn

o d 1 R d ( flz) \ _ (Q+2)f'(z)—2azf(z)
Exemple : iz (m) = (1+$2)3/2 et I <( )a> - (1+x2)o¢+1 .

3) Dérivée d’une réciproque

a) Prop : Soit f: I — R de classe C'. On suppose que f’ ne s’annule pas.
_ 1
- f/ o f—l

Remarque : On retrouve aisément la formule (f~1) = W en dérivant fo f~! =1d.

Alors f définit une bijection de I sur J = f(I), et [ (f~1)’ . Ainsi, f71:J — I est de classe C'.

b) Exemples importants : arcsin et arctan

1 1 1
Ly _ _ /! _
Vz €] — 1,1][, arcsin’(z) = cos(aremz) - Vis o et Vz € R, arctan’(x) = e

c¢) Corollaire : Soit f: I — J est une bijection de classe C™, avec n > 1.

On suppose que f’ ne s’annule pas. Alors f~1 : J — I est de classe C".

4) Dérivée logarithmique

!/
Prop : Si f: I — R est dérivable et ne s’annule pas, alors | (In|f])’ = {;
Ezemple : On pose Yz > 0, f(x) = z™e *. Alors f'(z) est du signe de (In f)" = o 1, donc sup f = f(n).
T
P(xz) d

Ezemple a connaitre : Si P(x) = X[ [i_,(z — ag)™*, alors Plr) == In|P(x)] => 7, %Zk (pour = # ay,).



’Exemples de calculs de primitives‘

Notation : Si f continue par morceaux sur I, [ f(z) dz désigne les primitives de f sur I.

Deux primitives de f different d’une constante. Ezxemple : [(sinz) do = — cosz + k, avec k constante.

Propriétés fondamentales :
- Intégrations par parties : Si f continue et g C1, [ f(z)g(z) dv = F(z)g(z) — [ F(z)g'(z) dz.

- Changements de variable : [ f(z) dz = [ f(p(u)) ¢'(u) du, avec u = o(z).
1 1 11 ¢
Ezemple : Avec u =e ’fex—l dx—fm du_f(u—l_u> du = In

1) Exponentielle (exp, ch, sh, cos, sin) : expression a I’aide d’exponentielles réelles ou complexes

1 1
>_Re<1—iw) C14w?

xT

R

e.l’

Ainsi, [ cos(bz)e® dx = Re ([ el@+)e dz).

e(*l‘i’iw)t

—1 4w

Par exemple, [;"* cos(wt)e™" dt = Re (

2) Produits polynémes-exponentielles

On proceéde par intégrations par parties successives.

eaac

Ezemple : Pour a # 0 et P polynome de degré n, [ P(2)e®® dz =Y p_,(—1)*P®)(z) =1
a

3) Polynoémes en cosinus et sinus

Il s’agit de calculer [(cost)P(sint)? dt.

Méthode générale : Par linéarisation.

Mazis il y a plus simple si p ou q est impair :

On se ramene en effet & [ P(cost)(sint) dt ou [ P(sint)(cost) dt, et on prend u = cost ou u = sint.
Ezemple : [(cost)? dt = % J(1+ cos2t) dt = % + %sin 2t + k, ou k constante.

Remarque : La primitive oscille autour de la fonction ¢ —— %t, car% est la valeur moyenne de (cost)2. En effet,

(cost)? et (sint)? ont naturellement la méme valeur moyenne, et (cost)? + (sint)? = 1.

Ezemple : [(cost)® dt = [(1 —sin?t) (cost) dt = [(1 —u?) du =u — ju® + k, avec u = sint.
On en conclut que [(cost)® dt = (sint) — L(sint)® + k.

4) Fractions rationnelles

a) Exemples a connaitre

, dt 1 . d(t/a) 1 t N ™
Ezemple : Sia > 0, fiﬂ sk &f71 T a)? - arctan <a> + k| Ainsi, | [, Pra? = 2al
dt 1 1 1 1 t+a
E le : Si b = - dt = 1 k
wemple : $ta 7 b\ G @) b—af(t—l-a t+b> b—an<’t+b>+
Ainsi, si 0 < a < b, 0+°°(t+ ‘;EHb):bl ln<b>.
a —a a
Remarque : Ne surtout pas décomposer [, —(t D) en utilisant | ta et Jy P (qui valent +00).



In(t) ~ n(a) ! =l

Remarque : En faisant tendre b vers a, tend vers —, qui est bien | oo

b—a a O (t+a)? t+al,

t 1 t 1 2% —1 1
Exemple : [/ (5 — —— | dt - - —0. (X)),
remplile <1 T t2 1 T t> converge car 1 i t2 5 Tt (1 i t2)(2 n t) 400 <t2>

+o00
t 1 1 +eo V12

0 ——— ) dt=|-In(1+t?) —In(2+1¢ = |1 =1In2.
wa fy <1+t2 2+t) [2 n(l+#%) —In(2 + >]U [n< 21t "

b) Méthode générale : décomposition en éléments simples (dans R(X))

1 1 1 1 1 1
E:L‘emple:fm dt:2f<+1—t> dt:21n<‘1+$>+k.

1+t -
1 (2t +1)
E. le: [ 5—— tan (t+1) +k, et [ 5——— dt =In (2 + 2t +2) + k.
vemple s | s 4 aae t+1 T T aretan (D kot [T n (542 +2) +
t 1 1
D’ou fm dt = §ln (2 +2t+2) — §arctan (t +1) + k, car on décompose ¢t = 5(2t+ 1) — 7

c) Premiers exemples se ramenant & des primitives de fractions rationnelles

Exemple : Fraction rationnelles en t et v/£. On effectue le changement de variable 2 = +/%.

1
f\/+1—fx+1dz:-?fl—?dx—Zx—an(x—i—l)—Q\f 2In(vt+1) + k.

d) Fractions rationnelles en €', cht et sht : On effectue le changement de variable z = e'.

Exemple :

Remarque : 1l y a plus simple si on peut mettre Pintégrale sous la forme [ F(cht)(sht) dt ou [ F(sht)(cht) dt.

0o dt
Exemple : Calcul de 0+ — de deux fagons.

cht
dt 2€t dt d;(; T
e oo 00 +00 ¢
Onally cht 0 g2t 41 1 224 [arctan(z)]; 5 (avec x =€)
dt (ch?) h -
5 . +o0 _ rtoo _ [too +OO B B
Autre méthode : 0  cht YO (cht)? dt = 0 W dt = P12 (avec x = sht).

e) Fractions rationnelles en cost et sint

6
Meéthode générale : On effectue le changement de variable ¢ = tan <2>, c’est-a-dire 6 = 2arctan(t) + 2km.

1_ 2
On a [ F(cos#,sinf) d@—fF( ¢ 2 ) 2 di

1+¢271+t2) 1+t
Attention : Ce changement de variable suppose 0 €] — 7 + 2k7, +m + 2kn]|.

Ezxemple : Calcul de J = fo Il est nécessaire de couper 'intégrale en deux.

2—|—cos«9

6 de 2 dt 2 2 dt 2
Avec t = tan <2>, on obtient [ T oosl o ke \[;r donc par symétrie, J = [T i 77%

Cas particuliers : 1l y a souvent des changements de variables plus simples :

do da 1 1 1 14 cosf
Aveczn—cosﬁ,fsine —f1_$2 —21n(1+l‘)—2(1—$)+k3_1n(1_co59) t+k.

Remarque : Sachant que 1+ cosf = 200s2(g) et 1 — cosf = 2sin?(¥), on obtient In ‘tan g |+ k.

f) Intégrales abéliennes

Ezxemple : fol t ++/1 —1t2 dt. On utilise le changement de variable ¢ = sin 6, avec 6 € [0, 5.

dt h 1 2
Ezxzemple : +O°7 = [Fo° i de = [ — dg = [

tvVi2—1 7% (chz)y/(chz)?—1 0 chx T T 1+w?

du, ol u = €=,



’Décomposition d’une fraction rationnelle réelle ou complexe en éléments simples

A
1) Def : Soit R = B € R(X) irréductible, c’est-a-dire A et B polynoémes premiers entre eux.

Les racines de R sont les racines de A, les poles de R sont les racines de B.
Def : Le degré de R est définie par deg(R) = deg(A) — deg(B) € Z U {—o0}.
Cette définition est valide car la valeur de deg(A) — deg(B) ne dépend pas du choix du représentant choisi.
P est un polyndéme irréductible
A
2) Def : Un élément simple est une fraction Ik on¢ m>1

deg(A) < deg(P)

A
Ainsi, les éléments simples dans C(X) sont les ————, avec m > 1.
(X —a)m
A X
Les éléments simples dans R(X) sont les X—am et les x? i a; i TS avec m > 1 et a? —4b < 0|,

A
3) Théoréme de décomposition en éléments simples (admis) : Toute fraction rationnelle R = B s’écrit de fagon

A
unique comme somme d’un polyndéme E et d’éléments simples P ou P™ divise B.

De plus, si deg R > 0, on a deg ¥ = deg R. Sinon, F est le polyndéme nul.

2X
Ezxemple : Considérons R = Xi1 OnaX=a+ Xﬁ+1’ ota=2et f=-2.
Remarque : En fait, il suffit d’écrire 2X =2(X +1) — 2.

2

Ezxemple : Considérons R = X2F (X = 1)

€ R[X]. Comme deg(R) < 0, alors E = 0.

aX—l—b+ c
X?2+1  (X-1)
1 1

Exemple : Considérons R = X2+ 1) = (X +02(X — )2

Il existe un unique (a, b, c) € R3 tel que R =

a b c d
(X—z')2+ +

Donc il existe un unique (a, b, ¢, d eC3telque R=1+ - — + —.
que ( ) d (X —i) (X442 (X+4)

Il suffit ensuite de développer I'expression et par identification, d’obtenir les coefficients a, b, ¢, d.

| 1 o B (a+p)X —(ab—ap)

Exemple : Pour a # b, (X—a)(X—b)iX—a—i_X—bi X—a)(X—=b)
1

a—b

3) Détermination de la partie polaire d’un péle simple

Donca+pg=0et ab—af=—-1,dou f=—a=

Princi g " sle simple de R A A rest-andi a racine simple de B
rincipe : Supposons que a est un poéle simple de R = — = —————— c’est-a-dire
b PP a P P B (X —a)B*’ a n’est pas racine de A
A
Alors la décomposition en éléments simples est de la forme | R = X + S|, ou S est une fraction n’admettant pas
—a

a comme podle. Il y a deux méthodes pour déterminer .
Meéthode algébrique : On multiplie la relation par (X — a) et on prend la valeur en a.

Méthode asymptotique : On effectue une étude locale de R(x) au voisinage de = = a.

\ A
En effet, on a R(x) = P + O4(1) mais par aileurs, on a aussi R(x) ~g B’(a)((:;)—a)'

On en déduit par unicité du développement limité A\ = B(a)
a



