’ Valeurs moyennes

On se place dans un espace vectoriel réel E (de dimension finie), par exemple E = RP.

1) Valeurs moyennes

a) Définition : Soient des vecteurs z1,...,x, € E.

Soient ag, ..., a, > 0 non tous nuls. La valeur moyenne des z; pondérés par ay est
n
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Ezemple : En probas, E(X) =Y ,_, 2xP(X = x;,) est la valeur moyenne des x, pondérés par P(X = xy).

Remargue : On peut toujours se ramener au cas oit y_,_; aj = 1 en considérant 8, =

b) Propriété d’associativité (culturel)

Ezemple : La valeur moyenne G des points pondérés (4, 1), (B,1),(C,1) est la valeur moyenne de (J,2) et (C,1), ou J est le

milieu de [A, B], ¢’est-a-dire la valeur moyenne de (4, 1) et (B, 1).

De fagon générale, la valeur moyenne des (5, vi;),; est la valeur moyenne des (y;, 8;), ol y; est la valeur moyenne des (x5, o;;);
et ott 3; =, aj.

c¢) Théoréeme de Gauss-Lucas (culturel) : Soit P(X) = A(X — 21)...(X — z,) € C[X] non nul.

Les racines de P’ sont des valeurs moyennes (pondérées) des racines de P.

P’ 1
En effet, on a 5= >ory X Soit z une racine de P’ distincte des racines de P.
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Alors 7, ——— =0, donc >, _,

2 > 0.
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2) Parties convexes

a) Segments

Le segment [x,y] est Pensemble des Az + (1 — A)y, avec A € [0, 1].

Autrement dit, [x,y] est ’ensemble des valeurs moyennes pondérées de z et y,

c’est-a-dire ’ensemble des z = azf%—gy’ ota>0,>0eta+p8>0.
) ) L y—z z—x
Remarque : Soit z € [z,y]. Alors z valeur moyenne des points pondérés | z, et |y, .
y—x y—x
En effet, z = Az + (1 — Ay équivaut & A = y- Z, et on a bien A € [0, 1].
y—x

Remarque : D’un point de vue cinématique, [z,y] = {x + t(y — z), t € [0, 1]}.
L’application ¢ : [0,1] — [z,y] t+— x4+ t(y —x) est une bijection affine.

b) Parties convexes



Def : On dit que C C E est convexe ssi V(z,y) € C?, [z,y] C C.
Prop : Une intersection de parties convexes est convexe.

Prop : (hors-programme) C est convexe ssi C est stable par moyennisation, c’est-a-dire
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Preuve : (=) Par récurrence et associativité des valeurs moyennes, on se raméne au cas n = 2.

r+y+z 2 (x+4y 1
Par exemple, ————— = — 5

3 3

Vn > 1, Vaq,...,z, € C, Yaq,...,a, > 0 non tous nuls,

3

c¢) Enveloppe conveze (culturel).

Soit A C £. L’enveloppe convexe de A est la plus petite partie convexe de E contenant A.
Il y a deux facons de la construire :

- Conv(A) est lintersection de tous les convexes contenant .A.

- Conv(A) est Pensemble des moyennes pondérées de points de A.

Ezemple : Conv({A, B}) est le segment [AB], Conv({A, B,C}) est l'intérieur du triangle ABC (cdtés compris).

3) Parties convexes de R

Prop : Les parties convexes de R sont les intervalles.

Preuve : Les intervalles sont convexes. Récirpoquement, soit C' C R convexe.

On peut supposer C non vide, et poser o = inf(C') € RU {—o0} et § = sup(C) € RU {+o0}.
On va montrer que C' =|a, 8], |o, 5], [a, B[] ou [o, B]. 1L suffit de prouver |a, S[C C C [, B].

- L’inclusion C C [«, 8] est immédiate car @ minorant de C' et § majorant de C.

- Soit z €]a, B[. Il existe x € C tel que a < x < z et il existe y € C tel que z < y < .

Ainsi, z € [z,y] C C, car C est convexe. On en conclut qu’on a bien |a, f[C C.

4) Du discret au continu : valeur moyenne d’une fonction pondérée par une fonction positive

a) Définition : Soient f: [a,b] — F et |w: [a,b] — R | continues par morceaux, avec fabw(t) dt > 0.
b
L ) w(t) dt

Alors y = =*—5—————— est la valeur moyenne des f(t) pondérés par w(t).
[ w(t) dt

a

b) Formule de la moyenne (hors-programme)

Prop : Soient f : [a,b] — E continue et w : [a,b] — R4, avec fabw(t) dt > 0.
b

Jo J(t) w(t) d

t
. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que y = f(c).
[Pw(t) dt

Preuve : Par Weierstrass, il existe m = min f et M = max f.

On pose y =

On a Vt € [a,b], m w(t) < f(t) w(t) < M w(t), car w(t) > 0.



Donc m f:w(t) dt < ff ft) w(t) dt <M ffw(t) dt, c’est-a~-dire m <y < M.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] tel que y = f(c).



5) Théoréme de Cesaro

a) Prop : Soit (un)nen une suite réelle (ou complexe). On pose Vn € N, v, =

n
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Si limg, 4 oo up, = L, alors lim,,—, oo v, = L.

Preuve : On suppose ici L € R. On va se ramener au cas L = 0.

- On suppose L = 0. On utilise une preuve par pincement avec €.

Soit € > 0. 1l existe ng € N tel que Vn > ng, |u,| < e.
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On a done Vn > ng, |v,| < - = + g, 00 A=3700 |uyl.

A
Pour n > n; assez grand, — < e. On en déduit que ¥Yn > max(ng,n1), |v,| < 2e.
n

On peut donc rendre v,, arbitrairement petit en prenant n assez grand. Donc lim,,_, o v, = 0.

- On suppose L # 0.
Zk 1 U

Avec up, =L +u),onav, =L+, onv), —>Ocarlimnﬂ+oou;l:0.

Remarque : La propriété est vraie aussi pour L = +oo.

Pour M € R, on a alors u,, > M pour n assez grand, d’ott on déduit v,, > M — 1 pour n assez grand.
. - . 1 2
Remarque : Cas continu : Silim,_, 4o f(x) = L, alors limy_, 1o = [ f(t) dt =
x

b) Extension a d’autres pondérations
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Si Y a, = +oo, avec a,, > 0 et si limy, oo up, = L, alors lim,,

Ezemple : Si lim,,— 4 oo ty, = L, alors lim,— 400 Y pg 28 "uy = 2L.
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Remarque : La propriété se généralise & des pondérations plus générales (paramétrées par n) :

ZZL Qk,n

En effet, on a : lim,—, = L. Et on conclut en utilisant ZZ:O 2k ~oco ot

D1 Yk,nUk

On a lim, 1 = = L pourvu que pour tout ng € N, lim,, , 1 oc == = 0.
D k=1 Ckn D k=1 Qhk.n
6) Pondérations continues convergeant vers un Dirac
iy . . Jo t" £(2) dt
a) Fzemple : Intuitivement, pour f :[0,1] — R continue, on a lim,,_, 4o, =>————— = f(1).

) tn dt

b) Prop : Soit (p,,)nen est une suite de fonctions continues sur [a, b] vérifiant :

(i) Vn € N, p,, est une fonction positive et f; P, (t) dt = 1.

(ii) Pour tout o > 0, lim,,— 4 oo f o Pr(t) dt=0

Alors pour toute fonction continue f : [a,b] — R, limy,_, 4 f: f@) p,(t) dt = f(a).

Preuve abrégée : f f(t) p,(t) dt — f g(t ) dt, ou g(t) = f(t) — f(a).

On coupe l'intégrale en deux : ’f g(t) p,(t dt’ < f‘Ha )| p,(t) dt + f (®)] pn(t) dt.



Donc ‘fabg(t) pn(t) dt’ < SUPtcla,a40a] |g(t)| + sup ‘g(t)‘ X f:+a pn(t) dt.

Or, il existe o > 0 assez petit tel que sup,c(y 4101 19()] < €.

De plus, lim, 4« f;Jra p,(t) dt = 0. Donc ‘ffg(t) Pn(t) dt’ < &+ ¢ pour n assez grand.

b) Cas des probabilités

Prop : Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles telles que
)VneN, E(X,)=p

(i) limy— 400 V(X,) =0

Alors pour toute fonction lipschitzienne f: R — R, on a

lim E(f(Xn)) = f(w)

n—+oo
Remarque : On dit parfois que (X,,)nen converge vers un Dirac en p.
Remarque : En fait, on peut templacer (i) par : lim,— o E(X,) = p.
Preuve : E(f(Xyn)) — f(p) = E(f(Xn) — f(1)-

On a done |B(f(X,)) — F()| € BUF(X0) = F()]) < RE(Xo — i) < b/ B((Xn = 107) = ky/V(Xa).

Donc on a bien lim,_, 4o E(f(Xy)) — f(p) = 0.

Prop : La propriété est vraie aussi pour toute fonction f : R — R continue en u et bornée sur R.

On pose Y, = [f(Xn)) — f(1)l-

Soit € > 0. Il existe & > 0 tel que Vz € R, |z — u| < a = |f(z) — f(u)| <e.

Lorsque | X,, — p| < o, on a donc Y,, < e.
Lorsque | X,, — u| > «, on a de fagon directe Y,, < 2M, oa M = sup|f].
Pour se ramener & ces cas, on écrit

Yo=Y, la, +Y, I

ot A, est 'événement : | X, — p| < a.

On en déduit E(Y,) <e P(A,) +2M P(A,) <e+2M P(A,).

_ V(X,

Or, lim,—, 4o P(Ay) = 0 car par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a P(| X, — u| > a) < ( 5 L).
a

On en déduit que E(Y,) < 2e¢ pour n assez grand.

Comme 2¢ est arbitrairement petit, lim,, . E(Y,) = 0, c’est-a-dire lim,,_, 1 oo E(f(X,)) = f(n).




