Sommes et produits. Exemples

1) Propriétés élémentaires

a) Changements de variables
. : q m : n
Ezo : Exprimer ) ;_ xy et > 7,z en fonction de sommes de la forme 3 ;o g
Exo : Avec xy, réels, on pose > i* 2, = o +i3. Exprimer o et 3 par des sommes indéxées de 0 & m.
b) Factorisation

o : Simplifier 2 X 4 X 6 X ... X (2n).

1 2 1 1 —1)n-1
o - T Calculer A= — B et T =S T i

) = Z impair __ 9
n=1 n2 6 n pair 2 n impair )2

: On admet S =

n=1 n2

2) Sommes télescopiques

1 1o oo !
- WETD) En déduire que ) /% k(k+1) =1

Ezo : On considére f : N* — R croissante vérifiant f(1) = 0 et f(2k) — f(k) = k. Calculer f(27). Majorer
f(n).

7
0 : Soit 6 €] — 7, w[. Calculer []}_, cos (Qk

FEzo : Calculer

) en exprimant cos & 'aide d'un quotient de deux sinus.

3) Sommes géométriques

o : Calculer Y} 2" et ZZ:’ zk lorsque |z| < 1.

Exo : Pour |a| > |b|, montrer que — = Z . En déduire Vt > 0, — = Z > (—1)re @+,

FEzo : Sommes des puissances des racines p-ieéme de 'unité (dans C).
Qoit p € N*. Pour n € N, on pose S,, = ZZGUP z". Montrer que S,, = p si n € pZ et S, = 0 sinon.

2im /3

Exemple : Avec j =e¢ ,ona: 1+ 5"+ 52" =3 si 3 divise n, et 0 sinon.

Ezo : Calculer > 273"k,
o : Soient des polynomes A, B, P € K[X]|. Montrer que A — B divise P(A) — P(B).
o : Calculer >} cos(k0).

4) Coefficients binomiaux

Ezxo : Soit p € N. Donner un équivalent de (;) lorsque n tend vers +00.

Ezo :On consideére (uy,),en définie par Vn € N*| u,, = (1 — 2—) U,_1. Exprimer u,, en fonction de ug.
n

2n —1
2n

o : Calculer 4, =), pair (Z) et B, =), impair (Z)

o : Calculer S, =7, (2: ) et T, = 1y (2"; 1). Exprimer S,, en fonction de 4™ et de (2:)

Variante (intégrales de Wallis) : w,, = ( ) wp_o. Exprimer w,, en fonction de wq et wi.



5) Formules dérivées

Principes générauz : Si F(x) = Y apa®, alors F'(x) = Y- kapa* ™" et F(x) + F(—2) =237, ., axt”

o : Calculer A =37 k(})2

1
: Calculer S =Y ,% T 12

—k

Ezo : En utilisant F(z) + F(jz) + F(j2), calculer (7) + (5) + (7) + (5) + -
6) Sommations par paquets et principe de Fubini

o : Calculer 3°, ¢,
Ezo : Calculer 37, i, () (?)xlyf

o : On dit que A € M,,(R) vérifie la propriété (P) ssi Vi € {1,2,...,n}, Y77 a; =1

Montrer que dans M,,(R), tout produit de matrices vérifiant (P) vérifie (P).

7) Développement d’un produit de sommes ( = distributivité)

Principe général : On développe en sommant les produits obtenus en prenant un terme dans chaque somme.
Ero : Montrer que (ZZ:O akxk) (ZZ;O bkmk) ZZJF(T)” cpx®, ol ¢ = Z?:Iril(:x]z())k_m) a;bp_;.

Ezo : Exprimer (1 + a1)(1+ ag)...(1 4+ a,,) par une somme indexée par les parties A de {1,2,...,n}.

Ezo : Justifier directement que (z 4+ y)" = Y1, (7)z*y"*.

Ezo : Montrer que (1 + z)(1 4 22)...(1+ @) = Sk o N=2" — 1.

8) Exemples

Ezo : Montrer que lim,,_, o sin(m(1 + v/2)") =

Indication : a, = (1+/2)" et b, = (—/2)" vérifient a,, + b, € N et lim,,_, o b, = 0.

1 1
o : Calculer S = t’i M.
"= n(n+1)

1
Remarque : 1+ |logn| est le nombre de chiffres de ’écriture de n en base 2. Ici, logn = %
n

Solution : On regroupe les termes selon la valeur de p =1 + |logn| .

Onap=1+ |logn| ssip—1<logn < p, donc ssi 2"t < n < 27,

1+ [logn] p_ 1 1 1 1 1 1
+o0 _ oo 2P —1 _ oo _ _ L
Done 2 nin+1) p=1P | Ln=zrs nn+1)) p=tP\ o1 T 9w B

1 1 I 1
On en déduit que S = ;O‘; 2p donc S = 3 —(1 1/9)? = 2, car Z;Sp:cp—l - <1 ) = 1 )2.
_ —x —x




