
Sommes et produits. Exemples

1) Propriétés élémentaires

a) Changements de variables

Exo : Exprimer
Pq

k=p xk et
Pm

k=1 xm�k en fonction de sommes de la forme
Pn

k=0 xk+r:

Exo : Avec xk réels, on pose
Pn

k=0 i
k xk = �+ i�. Exprimer � et � par des sommes indéxées de 0 à m:

b) Factorisation

Exo : Simpli�er 2� 4� 6� :::� (2n):

Exo : On admet S =
P+1

n=1

1

n2
=
�2

6
: Calculer A =

P+1
n pair

1

n2
, B =

P
n impair

1

n2
et T =

P+1
n=1

(�1)n�1
n2

:

2) Sommes télescopiques

Exo : Calculer
Pq

k=p

1

k(k + 1)
: En déduire que

P+1
k=1

1

k(k + 1)
= 1:

Exo : On considère f : N� ! R croissante véri�ant f(1) = 0 et f(2k)� f(k) = k. Calculer f(2p): Majorer
f(n):

Exo : Soit � 2]� �; �[. Calculer
Qn
k=1 cos

�
�

2k

�
en exprimant cos à l�aide d�un quotient de deux sinus.

3) Sommes géométriques

Exo : Calculer
Pq

k=p x
k et

P+1
k=p x

k lorsque jxj < 1:

Exo : Pour jaj > jbj, montrer que 1

a� b =
P+1

n=0

bn

an+1
. En déduire 8t > 0, 1

ch t
=
P+1

n=0(�1)ne�(2n+1)t:

Exo : Sommes des puissances des racines p-ième de l�unité (dans C).

Qoit p 2 N�. Pour n 2 N, on pose Sn =
P

z2Up z
n. Montrer que Sn = p si n 2 pZ et Sn = 0 sinon.

Exemple : Avec j = e2i�=3, on a : 1 + jn + j2n = 3 si 3 divise n, et 0 sinon.

Exo : Calculer
Pn

k=0 2
k3n�k:

Exo : Soient des polynômes A;B; P 2 K[X]. Montrer que A�B divise P (A)� P (B):

Exo : Calculer
Pq

k=p cos(k�):

4) Coe¢ cients binomiaux

Exo : Soit p 2 N. Donner un équivalent de
�
n
p

�
lorsque n tend vers +1:

Exo :On considère (un)n2N dé�nie par 8n 2 N�, un =
�
1� 1

2n

�
un�1: Exprimer un en fonction de u0:

Variante (intégrales de Wallis) : !n =
�
2n� 1
2n

�
!n�2. Exprimer !n en fonction de !0 et !1:

Exo : Calculer An =
P

k pair

�
n
k

�
et Bn =

P
k impair

�
n
k

�
:

Exo : Calculer Sn =
Pn

k=0

�
2n
k

�
et Tn =

Pn
k=0

�
2n+1
k

�
: Exprimer Sn en fonction de 4n et de

�
2n
n

�
:



5) Formules dérivées

Principes généraux : Si F (x) =
P
akx

k, alors F 0(x) =
P
kakx

k�1 et F (x) + F (�x) = 2
P

k pair akx
k:

Exo : Calculer A =
Pn

k=0 k
�
n
k

�
2k

Exo : Calculer S =
P+1

k=0

1

k + 1
2�k:

Exo : En utilisant F (x) + F (jx) + F (j2x), calculer
�
n
0

�
+
�
n
3

�
+
�
n
6

�
+
�
n
9

�
+ :::

6) Sommations par paquets et principe de Fubini

Exo : Calculer
P

A�f1;2;:::;ng cardA:

Exo : Calculer
P

0�i�j�n
�
j
i

��
n
j

�
xiyj:

Exo : On dit que A 2Mn(R) véri�e la propriété (P) ssi 8i 2 f1; 2; :::; ng,
Pn

j=1 aij = 1:

Montrer que dansMn(R), tout produit de matrices véri�ant (P) véri�e (P).

7) Développement d�un produit de sommes ( = distributivité)

Principe général : On développe en sommant les produits obtenus en prenant un terme dans chaque somme.

Exo : Montrer que
�Pn

k=0 akx
k
� �Pm

k=0 bkx
k
�
=
Pn+m

k=0 ckx
k, où ck =

Pmin(n;k)
i=max(0;k�m) aibk�i:

Exo : Exprimer (1 + a1)(1 + a2):::(1 + an) par une somme indexée par les parties A de f1; 2; :::; ng:

Exo : Justi�er directement que (x+ y)n =
Pn

k=0

�
n
k

�
xkyn�k:

Exo : Montrer que (1 + x)(1 + x2):::(1 + x(2
n�1)
) =

PN
k=0 x

k, où N = 2n � 1:

8) Exemples

Exo : Montrer que limn!+1 sin(�(1 +
p
2)n) = 0:

Indication : an = (1 +
p
2)n et bn = (�

p
2)n véri�ent an + bn 2 N et limn!+1 bn = 0:

Exo : Calculer S =
P+1

n=1

1 + blog nc
n(n+ 1)

:

Remarque : 1 + blog nc est le nombre de chi¤res de l�écriture de n en base 2. Ici, log n = lnn

ln 2
:

Solution : On regroupe les termes selon la valeur de p = 1 + blog nc :

On a p = 1 + blog nc ssi p� 1 � log n < p, donc ssi 2p�1 � n < 2p:

Donc
P+1

n=1

1 + blog nc
n(n+ 1)

=
P+1

p=1 p

�P2p�1
n=2p�1

1

n(n+ 1)

�
=
P+1

p=1 p

�
1

2p�1
� 1

2p

�
, car

1

n(n+ 1)
=
1

n
� 1

n+ 1
:

On en déduit que S =
P+1

p=1

p

2p
, donc S =

1

2

1

(1� 1=2)2 = 2, car
P+1

p=1 px
p�1 =

�
1

1� x

�0
=

1

(1� x)2 :


