’ Sommes télescopiques ‘

Formule fondamentale Zz:p(UkJ,_l —U) = Ugt1 — Up

Corollairee souvent utile (suite vue comme série) : | Si lim,— 1 oo 4, = L, alors Z:z(unﬂ —up) =L —ugl|

1 N 1 o (11
Ezemple : Y, _;In <1 + k) =In(n+1)et > % Mt D) =y <n - 1) =1.
1 1/1 1 1 1 1 3
E. le: Avec —— == (= — ,onadone 0% ——— = (142 ) =2,
TEmpRe = AV n(n+2) 2 (n n+2> " e nn+2) 2 2 4
. 1 _ 11 2 1y _ 11 1 1/ 1 1 1_1_1
Ezemple : iy = 3(5 — a1 T i) = 3G — o) — 3G — k) done Y0 sy = 5 4 = 4
k+1 1
Produits télescopiques : i:p Ukt1 _ Ugtl | Ezemple : %:p rEL_ &
Ug, Up k p
’ Sommes géométriques ‘
n mn+1 -1 n ]
1) Formule fondamentale | ;_ 2" = — siz#let Y j2F=n+lsiz=1
Remarque : Si |x| < 1, il vaut mieux écrire 1_1"";";:1
Remarque : Somme tronquée : | Y3f_ 2k =aP f 2Pt 4 4ot =214+ .. a2l P)| = xp% (siw#1).
T n—1 k n-1—*k " —y . N , i x
Généralisation : | >~ x"y" =——|(si ¢ # y). On se raméne au cas précédent en considérant r = —.
r—Y
Par exemple, z2 + xy + 2 ;z (pour x # y), car 2% + xy +y? = y*(1 +7r+17?) = 2’;*11

Exemple : Les racines de X% — X6 4+ X4 - X241 = %ﬂ sont les e!(2F+D)7/10 avec k € {—5, -4, -2, —1,0,1,3,4}.

Exemple : Si a divise b, 2¢ — 1 divise 2° — 1 ; si m est impair et z € N,  + 1 divise 2™ + 1 = 2™ — (=1)™.
Et si 2™ — 1 est premier, alors n est premier. Et si 2" 4+ 1 est premier, alors n est une puissance de 2.

si w” =1, c’est-a-dire n multiple de
Ezemple : On a U, = {1,w,...,wP~!}. Alors Zz;é(wk)" = { b P p

0 sinon.
Ezemple : On pose S,(0) = 7, L etk Pour 0 #£ 0 [2n], la suite (S, (0))nen est bornée.
1— zn0 9
En eﬂet on a S ( ) 17, donc |S7,(0)‘ S m
. L. . Ls 1
2) Développements en série géométrique |Si |z| < 1, 3.7 27 =1
—x

A
Principe : | On développe 5, en série entiére en ; si x| < |\, et en — si |z| > ||
T — x

n

1 +o0 n_ %
Ezemple : On a Sy = n:o(_l) on+l

1 — 3 el i gl < 1
Ezemple : —— = ‘
a—c S ame™ si fa] > 1
1
Ezemple : Pour x > 0, et 23 (—1)me~ (2717 (et en intégrant sur [0, +oof, T = 370 (— )" 31
3) Sommes trigonométriques
ind
) . 1 , —1 :
Ezemple - On calcule Y7, cos(kf) = Re(S,,), oit S, = S p_, €0 = ¢i0 Y01 ¢iht — 61966107_1 el £ 1.
Rappel : | e — 1 =2isin(£)e?/? | et e + 1 =2cos(§)e??/2. En effet, e — 1 = e?/2(e?0/2 — ¢10/2),

, L, 2isin(nd/2)e™0/2  sin(nd/2) . o
D Sn — n inf _ ,if : — i(n+1)0/2 0 1.
one Lt @ = 0/2)e — sin(8/2) © st #




Formule générale :

sin((¢ —p+1)0/2) <.p+q
Ona Y i exp(ikd + o) = sin(6/2)

(g—p+1) f(a) si 0 =0 [27]
Remarque : (¢ —p+ 1) est le nombre de termes de la somme et pTWH + « est la valeur moyenne des k6 + « lorsque k décrit

[p, q]. De plus, limg_,g W =q—p+1, donc le cas 6 = 0 [27] est obtenu par passage & la limite # — 0 du cas § # 0

9+a) si 0 # 0 [27]

[27] (ce qui est cohérent avec la continuité de § — Zi: f(EO + ).

Ezemple : S, =Y ,_ _ cos(2kf) = % si0#0[r],et S, =2n+1si60=0 [nx].

’Formule du bin(“)me‘

Formule du binome : | (x +y)" =Y _ 0( ) Ryn—k

Cas particulier : |(1+2)" =Y, _ (})z" =1+ nz + ”(" LGl SPSUTIR —“(”_1) (n—k+1) ok |

Ezemple : o) =2m 0 (p)2m =3 —2m,

’ Formules dérivées ‘

1) Formules obtenues par dérivation ou intégration

Principe : Si ’ S(x) = apa® ‘ pour tout x € U (intervalle ouvert), alors ’ 3 kagz® = z5'(x) ‘

a) FExemples liés a la formule du binéme.

Ezemple : On a |Vz € R, >1_ (7)z*F = (1+2)" = P(z). Donc Y.} _ k(})z"* = aP'(z) = nx(l 4+ z)" 1|
De méme Y, _o k*(})a* = 2?P"(z) + zP'(z).

Remarque anecdotique : On pourrait aussi calculer Y., k(})z* en utilisant k(}) = n(";l).

2ntl g

Ezemple : Ona Y ) k(}) = 52" et 30 5 (1) = fol(l +a)" dr = 5

Ezemple : Onad ;o (1)a"(1—z)"F =1et Y} k(})z"(1 —2)" % = na.

En effet, on considére la dérivée partielle en = de P(z,y) = ZZ:O (Z) ahyn—k,

b) Exemples liés aux sommes géométriques (et plus généralement aux développements en série).

Ezemple : Pour |z| <1, Y% (n 4 1)2" = (1_193)2.
2) Sommes extraites (en prenant un terme sur deux par exemple)
a) Principe : Si S(z) =Y axa®, alors |, pair agz® = 1(S(z) + S(—2)) |

Exemple © 375 i ) =23, (A4 (=1k) = 32"+ 0m) =2""1 si n. € N* (et 1 sinon).

Ezemple : Pour z € C, on a exp(z) = 3.7 L2 donc ch(z) = e +e ) = S (Qn),z

n=0 n!
b) Généralisation : On a par exemple, 1 + j* + 2 =3 si k =0 [3], et 1 + j* + j2* = 0 sinon.
Principe : S(z) =Y aga®, alors | Y, multiple de 3 arz® = 3(S(z) + S(jz) + S(j%2)) |
Bremple : ¥y (1) = 32+ (L1 9)" + (14 72)™) = 52" + 2cos(nn/3)) ~ §

Ezemple : Pour z € Rona ) -, ﬁ:ﬁ" = (e” + 2Re(e’?)) = 2" + 2e7/2 cos (‘f’ )

¢) Sommation avec l’expression conjuguée.

Ezemple : (1 +v2)" 4+ (1 —v/2)" et (3 +v2)" 4+ (3 — v/2)" sont des entiers pairs.
- \m E(n/2 n—

Ezemple : Re((z +1iy)") = k:(O/ )(—l)k(gﬁc)y%x 2k,

En particulier, (polynome de Tchebytchev), cos(nf) = Zfi%p)(—l)k(gc)(l — cos? 0)*(cos §)" 2k,

’Utilisation de la factorisation dans les termes pairs‘




Principe : | Si on sait calculer 3, . aj en fonction de >, ay, on sait calculer D, ;.. ax et Se(=D)Fay |

2 2n)!
1) Produits des entiers impairs |1 x3 x5...x (2n—1) = T d X é :) <o) = 2(n(nn)!) :
Ezemple : On a \/ff = :,r 0 CnZ™, avec ¢, = 1X3X5'§f(2”71) = 4(?82,')
o 1 1 o 1
2) Sommes des puissances d’entiers pairs et impairs zzl — = — Z:erl —
(2n) 2 n
w2 1 ( 1)”*1 w2

1
Ezemple : On donne ZZZ'& . Alors 3% m et ore L = Th
n? n

’ Quelques formules classiques ‘

Somme du petit Gauss : |[14+2+4+...+n = %n(n +1)|

Décomposition du morceau de sucre : ’ zy—2'y =x@y—vy)+ (x—2)y |

Ezemple : Si x,2’,y,y’ entiers et si z = ' [n] et y =4’ [n], alors zy = z'y’ [n].

Identité de Lagrange : ’ (a? +b*)(c® + d?) = (ad — bc)? + (ac + bd)? ‘

Remarque : Dans C, cette identité correspond a |a + ib| |c + id| = |(a + ib)(c + id)]| .

Ezemple : L’ensemble des {a® + b2, (a,b) € N? (ou Z?)} est stable par multiplication.

’Sommations doubles : principe de Fubini‘

Cas simple fondamental : ), ; ZjEJ a;; = ZjeI > _icy Gij- Par exemple, > (25;1 az’j) = §:1 (X2 aig) -

Autrement dit, on regroupe les termes de Z( a;;j soit par rapport a 4 soit par rapport a j.

i,5)€IXJ
Cas général : Pour K C I x J, alors 3 ocraij =3 icr 2 ieg el que (ij)eK Yij-

ATTENTION au cas ou les bornes de la seconde somme varient : » ., (23:1 aij> = Z?zl (ZL - a”)

En effet, > 1", (Zj 1 a”) =D (1)) tel que 1<j<i<n @ij * & J fixé, i varie de j a n. Donc on obtient > (ZZ - am)
Exemple : > "ocicicn () = Y2 =" 1

Exemple : Soit Q = a9+ a1 X + ... +a, X" = Z;LO a; X7, et w= e2™/P racine p-itme de l'uniteé.

On vérifie aisément (somme géométrique) que Y 7_, Lk = p si j est un multiple de p, et 0 sinon.

Soit un polynoéme Q(X) =ag+ a1 X + ... + a, X™.

—1 —1 n
Alors Yo Q(z) = Y0 Q(WF) =07 0@ whi = S0 e o a;wk = plag + ap + agp + azp + .. + AB(n/p)p)-

’Développement d’un produit de sommes (distributivité) ‘

Principe : On développe un produit de sommes en sommant tous les produits obtenus en prenant un terme dans chaque facteur.

Important : | (3;c; a;) (Eje] bj) =D (ij)erx @bj | Par éxemple, et ;‘1:1 aib; = (31— a;) (E?:l bj) .
En particulier, (3;, a;)’ = i) +230, ;5 aiay.

Ezemple : (z 4 a)(z+b)(z +¢) = 2® + 2*(a + b+ ¢) + z(ab + ac + be) + abe.

, @) _ |
- - P _ xT
Exemple : (1+2)(1+2%)(1+ah). (L4 2®70) = oy a0 @bt = ST ek = =
o n n e P nl .
Formule du binoéme : (z+y)" = (x+y)..(z+y) => 1, (P)zry"F = Ditj=n (Maiyl = Ditj=n Wi x'y

ol (Z) est le nombre de fagons de choisir les k facteurs ou on sélectionne x.

! o
Remarque culturelle : Formule du trinéme : (x 4y + 2)" = Zi+j+k::n (7;) (nj Z) yizh = Zi+j+k:n #k' whyl 28
i1j1k!



Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

1) Fonctions symétriques élémentaires (HORS-PROGRAMME)

a) Définition. Soient Aq,..., A, € K.

Pour 0 < k£ < n, on note o la somme des (Z) produits de k termes A; : | o = Zl<i1<i2<...<ik<n Aig Aig oo i |-

o1 =Y A et oy = Ao,

Les o sont appelés fonctions symétriques élémentaires de Ay, ..., Ay,.

En particulier, .Onaaussiog=1let oo => . . A\Aj.

i<j

b) Remarque culturelle : Toute fonction polynomiale de Aq,..., A, qui est symétrique en Aq,..., \,, c’est-a-dire globalement

invariante par permutation des \;, s’exprime comme un polynome en les o, avec 0 < k < n.

Ezemple : Posons Sz = Y1 (\;)2. Alors Sy = (01)? — 205.

2) Relations entre coefficients et racines d’un polynoéme scindé

a) Par distributivité, (X — A)(X — X2)..(X = Ap) = X" — 01 X" L+ 00 X" 2 — 4 (=1)"0, = Y po(—1D)Fop Xk
(X —a)(X —B)=X%2— (a+B)X +af
(X —a)(X =B)(X =) = X3 = (a+B+7)X> + (af + ay + B7)X — afy

b) Soit P=ag+ a1 X + ... + ¢, X" = apn(X — 21)..(X — z5).

Ezxzemple : {

Gy a
Onalzi+zo+...+2, = —— Loet 2122020 = (—1)"—0
[¢29) Gp
. . 1 1 An—1
Remarque : La moyenne (isobarycentre) des racines est —(z1 + 20 + ... + 2,) = —— .
n n an

3) Cas particulier de certains polynémes du second degré

Ezemple : Cas des polynémes P = X? + ax + 1, avec a réel, de racines complexes A et p

- Si |a|] > 2, les racines A et u sont réelles distinctes. Comme , on peut supposer 0 < |A\| <1 < |y|.
Plus précisement, si a > 0, alorson a 0 < A < 1 < p.

- Si |a|] < 2, les racines \ et u ne sont pas réelles, donc sont conjuguées (puisque a est réel) et de module 1.

Remarque : En fait, il est souvent utile de poser a = 2cosf ou a = +£2cht selon que |a| <2 ou |a| > 2.

’Les racines de P = X2 + 2(cos @)z + 1 sont ¢ et e~ | En effet, e + ¢7% =1 et e = 1.

Les racines de P = X2 + 2(cht)x + 1 sont e’ et et

4) Transformation algébrique par translation et passage a 'inverse

a) Polynome translaté.
Considérons P = X" —aX" 1 +bX" 2 4+ .. € C[X]) = [Ti_, (X — zp).

Les racines de Q(X) = P(X + a) = [T}, (X + a — z;) sont les .
b) Polynoéme miroir.

Soit P=agp+ a1 X + ... + a, X" = a, [[;_, (X — 2x), avec ag et a, non nuls.
Alors Q(X) = X"P(%) =an + an1 X + . + a1 X" + 0o X" = a,, [[,_, (1 — 2. X).

. 1 . . . , 1
Donc les racines de @ sont les —, c’est-a-dire les inverses dans racines de P, et Q = ao [[,_, [ X — — |.
Zk 2k

. . . . 1 ope -1)"tay/a a
Les fonctions symétriques de @ sont lies a celles de P : Ainsi, 22:1 — =2n1_ (=1) — 1/ =2
2k On (=) lag/ay, ao




