Exemples d’équations aux dérivées partielles

1) Cas particuliers fondamentaux

a) Cas particulier fondamental :

Soit f: U — R (z,y) — f(x,y) de classe C*, ot U ouvert convexe de R? (par exemple U = R?).

d
Alors f vérifie 8—f = 0 ssi il existe g de classe C! telle que f(z,y) = g(y) |
T

Preuve : On fixe yg. L’ensemble des x tels que (x,y0) € U est un intervalle ouvert J.
S’il est non vide, on considére fy: J — R x — f(x, ).
On a f}(z) =0, donc fy est constante. La constante dépend de yo. Ainsi, on obtient f(x,y) = g(y).

Enfin, on a f(zg,y) = g(y) au voisinage de yo, ou (zg,y0) € U.

On en déduit que ¢'(y) = %(Sﬂ, y), et on en conclut (avec f de classe C') que g est de classe C.

Le sens réciproque est immédiat.
Remarque : On rédige souvent en indiquant qu’on fixe y et qu’on intégre par rapport a x.

Pour obtenir une constante g(y), il est essentiel que l'intégration se fasse sur un intervalle (ici J).

b) Corollaire : Soit f: U — R (x,y) — f(z,y) de classe C?, ou U ouvert convexe de R,

82
i) f verifie 8712? = 0| ssi il existe g et h de classe C? telles que f(z,%y) = g(y) + zh(y).
x
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ii) f vérifie or0y 0|ssi il existe g et h de classe C* telles que f(z,y) = g(x) + h(y).
x
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Preuve : ii) Supposons =0/ A y fixé, en intégrant par rapport a z, on obtient —(z,y) = p(y).
0x0y dy
Puis, en intégrant a x fixé par rapport a y, on obtient f(x,y) = ¥(x) + ¢(y).
2
Réciproquement, si f(z,y) = g(x) + h(y), alors 900y =

D’autre part, comme f est C2, alors g et h sont de classe C2.

c) Exemple : Soit f:U — R (x,y) — f(x,y) de classe C2, oit U ouvert convexe de R2.

 of
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f verifie | (E) (z,y) = M (x,y) |ssi flz,y) = k(y)e .

0
En effet, en posant f(z,y) = g(z,y)e*®, Péquation (E) s’écrit a—g(x,y) = 0, c’est-a-dire g(x,y) = k(y).
T

2) Utilisations de changements de variables

a) FEzemples d’EDP du premier ordre

Ezemple : On consideére | (E) : gf = gf )
€z )

Principe : On effectue un changement de variable (x,y) — (u,v) de sorte qu’avec f(z,y) = g(u,v), on a
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Or g(u,0) = £ (@, ), y(w,0)), done =2 (u,0) = 2 (,9) 5% (u,0) + B (2,9) 52 (,0)

D btient (B) : 2 — ¢ 2% 0) = Y (w0, d t prendre z(u,v) = u —
onc on optien . ou = U en prenan o u,v) = ou u,v), donc on peut prenare r(u,v) = u V.

On choisit ensuite y(u,v) de sorte & obtenir un changement de variable valide (z,y) — (u,v), c’est-a-dire un

diffeomorphisme de classe C'. En cherchant un changement de variable affine, on peut prendre y(u,v) = ax — by,
avec (a,b) # (1,1).

- Géométriquement, I'idée est de deviner les lignes de niveau de f (orthogonales au gradient) et de choisir (u,v)

de sorte que ces lignes de niveau correspondent aux équations v = k constante.

0 0
Donc of = or ssi le gradient est colinéaire au vecteur (1,1). Donc les lignes de niveau sont les droites = +y = k.

or 0Oy

On considére donc par exemple v = x + y et u = z, c’est-a-dire

f(@,y) = glw.a +y) cest-a-dire glu,v) = f(u,v —u)

dg of of af 0f dg
On 1 = == - = — nc — = — .
a alors u(u, v) (8 8y> (u,v ) donc 3 8y ssi 7u =0

Donc les solutions sont les g(u,v) = ¢(v), c’est-a-dire f(z,y) = p(y — x).

Ezemple : On considere | (F) : gi g]y” )
of of . . o
On a y— 9~ C5y o le gradient est colinéaire au rayon vecteur (z,y).
x y

Les lignes de niveau sont des cercles, on prend donc par exemple g(r,0) = f(rcosf,rsin ).

On a alors a—(u v) = —(rsinf)==(rcosf,rsinf) + (rcosf)=—(r cosd,rsinb).
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Donc ya—w—x&y ssi a9(7“,0)

8x< 8y(
=0, donc ssi g(r,0) = ¢(r), c’est-a~dire f(z,y) = ¢ <\/x2 + y2> .

b) Exemple d’EDP du second ordre

R : O f 62f
Ezemple : On considére 1’équation de propagation | (F) : —5 — =0/

a2~ x2

t=u-+v 2ecu =ct + x
2c0=ct — x

On effectue le changement de variable g(u,v) = f(t,z), avec
x = c(u—v)

O*f 32f . 9%
On a alors o @ =0 ssi udu

On en déduit que les solutions de (E) sont les f(z,t) = 3(z + ct) + (z — ct).

=0, donc ssi g(u,v) = p(u) + (v).

2 2
Remarque : Le changement de variable est lié a : 0286:32 — 88752 = <88t — CGa:n) ) ((gt + 08833) .

Généralisation : <8 + A= 0 > < 0 + M; >, en distinguant les cas A # et A = p.

0 dy ox
0 0 0 0 0 0
Pour A\ # p, avec (m,y)—(u+v,)\u+uv),ona%—ax Aa—u et% %jtua—u.



