
Séries entières

Une série entière est une série de la forme
P
n2N anz

n, où (an)n2N 2 CN et où z est une variable complexe.

1) Lemme d�Abel, rayon de convergence

a) Lemme d�Abel

Prop : Supposons (janj �n)n2N est bornée. Alors pour tout jzj < �, la série
P
anz

n converge absolument.

De plus, la série de fonctions
P
anz

n converge normalement sur tout disque de centre 0 et de rayon r < �:

En e¤et, on a janznj �
�
jzj
�

�n
(an�

n) �M
�
jzj
�

�n
, où M est un majorant de (janj �n)n2N:

b) Rayon et disque de convergence : On dé�nit R = supf� 2 R+ j (janj �n)n2N est bornée g 2 R+ [ f+1g :

Ce nombre est appelé rayon de convergence de
P
anz

n: C�est l�unique réel véri�ant :

( P
anz

n converge absolument pour tout jzj < RP
anz

n diverge pour tout jzj > R

Remarques :

- On ne peut rien dire de façon générale de la convergence sur le cercle jzj = R:
- On peut avoir R = 0 ou R = +1. Lorsque R = +1, z 7�!

P+1
n=0 anz

n dé�nit une fonction de C dans C.

c) Convergence normale sur tout compact du disque ouvert de convergence

Prop : Soient
P
anz

n de rayon de convergence R.

Alors, pour tout 0 � r < R, la série de fonctions
P
anz

n converge normalement sur le disque D(0; r) .

Preuve : Pour tout n 2 N, supz2D(0;r) janznj = janj rn, et par dé�nition de r,
P
janj rn converge.

Remarque : Plus généralement, la série de fonctions
P
anz

n convergence normalement sur tout compact K du

disque ouvert de convergence. En e¤et, il existe r = maxfjzj, z 2 Kg et on a r < R, donc K � B(0; r).

d) Utilisation des théorèmes de comparaisons

Prop : Soient
P
anz

n et
P
bnz

n deux séries entières de rayons de convergence respectifs R et R0.

Si bn = O(an), alors R0 � R. En e¤et, pour jzj < R,
P
anz

n converge absolument, donc
P
bnz

n converge aussi.

Remarque : On en déduit en particulier que si an � bn, alors R = R0:

Important : Pour � > 0, le rayon de convergence de
P
an�

nzn est
R

�
: D�où :

Corollaires : Soit � > 0:

- Si bn = O(�nan), avec � > 0, alors R0 � R=�:

- Si jbnj � �nan pour n assez grand, alors R0 � R=�:

e) Rayon de convergence des séries associées par dérivation et par primitivation

Prop : Les séries
P
anz

n,
P
nanz

n et
P 1

n+1anz
n ont même rayon de convergence.

Plus généralement,
P
anz

n et
P
ann

�zn ont même rayon de convergence.

Preuve : Notons R et R0 les rayons de convergence respectifs de
P
anz

n et de
P
ann

�zn:

Pour tout � > 1, n� = O(�n), donc ann� = O(an�n), d�où R0 � R=�:
Comme � > 1 est arbitraire, on obtient R0 � R en faisant tendre � vers 1�:



En changeant � en ��, on permute les rôles de an et de ann�. On a donc de même R � R0. D�où R = R0:

Important : Plus généralement, si bn = unan, avec limn!+1
���un+1un

��� = 1, alors R = R0:
En e¤et, pour tout � > 1, on a un = O(�n), donc R0 � R, et de même R � R0:
Ainsi, les séries entières

P
anz

n et
P
ann

�(lnn)�zn ont le même rayon de convergence.

2) Calcul pratique du rayon de convergence

a) Prop : Pour tout réel �, la série entière
P
n�anz

n a le même rayon de convergence que
P
anz

n.

Preuve : Si (janj �n)n2N est bornée, alors (n� janj rn)n2N est bornée pour tout r < �:

Prop : Pour tout � 2 C, le rayon de convergence de
P
an�

nzn est R
j�j , où R est le rayon de convergence de

P
anz

n.

Preuve :
P
an�

nzn =
P
an(�z)

n, qui converge lorsque j�zj < R et diverge lorsque j�zj > R:

b) Règle de D�Alembert : Si limn!+1

����an+1an

���� = L, alors R = 1

L
(en particulier, si L = 0, alors R = +1) .

Exemples : Le rayon de convergence de
P
zn=n! est R = +1 ; le rayon de convergence de

P
n!zn est R = 0:

Preuve :

On pose un = anzn. On a limn!+1

����un+1un

���� = L jzj, donc
(
pour L jzj < 1, la série

P
un converge

pour L jzj > 1, la série
P
un diverge

On en déduit R = L�1:

c) Cas des séries lacunaires

Avec p 2 N�,
P
anz

pn+r est de rayon de convergence R1=p, où R est le rayon de convergence de
P
anz

n .

En e¤et, pour z non nul,
P
anz

pn+r = zr
P
anz

pn converge ssi
P
an(z

p)n converge.

Exemple : Le rayon de convergence de
P
2�nz3n vaut 21=3.

d) Somme de séries entières

Prop : Si
P
anz

n et
P
bnz

n sont sont des séries entières de rayons de convergence R et R0, alors le rayon R00 de

convergence de
P
(an + bn)z

n est supérieur ou égal à min(R;R0).

Remarque : Lorsque R > R0, alors R00 = min(R;R0).

e) Exemples

Faute de pouvoir appliquer les propriétés précédentes, on revient à R = supf� 2 R+ j (janj �n)n2N est bornée.

On utilise aussi souvent : Si
P+1
n=0 an(z0)

n converge, alors R � jz0j. Si elle diverge, alors R � jz0j.

Exemple : Soit
P
anz

n de rayon de convergence R. Le rayon de
P
a2nz

n vaut R2:

En e¤et, (janj �n)n2N est bornée ssi (janj2 �2n)n2N est bornée.

Exemple : Soit (an)n2N une suite bornée ne convergeant pas vers 0. Alors le rayon de
P
anz

n est R = 1:

En e¤et, an = O(1), donc R � 1. D�autre part,
P
an diverge, donc R � 1:

3) Produit de Cauchy de deux séries, produit de séries entières

a) Le produit de Cauchy de deux suites (an)n2N et (bn)n2N est la suite (cn)n2N dé�nie par

cn = a0bn + a1bn�1 + :::+ anb0 =
nX
k=0

akbn�k =
X
i+j=n

aibj

Prop : Si
P
an et

P
bn convergent absolument, alors

P
cn cv absolument, et

P+1
n=0 cn =

�P+1
n=0 an

� �P+1
n=0 bn

�
:



Preuve : On pose dn = ja0bnj+ ja1bn�1j+ :::+ janb0j : On a
Pn
k=0 dk � (

Pn
k=0 jakj) (

Pn
k=0 jbkj) donc majorée.

Donc
P
dn converge, d�où

P
cn converge absolument.

De plus, j
Pn
k=0 ck � (

Pn
k=0 ak) (

Pn
k=0 bk)j �

P2n
k=n+1 dk, qui tend vers 0 lorsque n! +1, car

P
dn converge:

Corollaire : Avec exp(z) =
P+1
n=0

zn

n!
, on a exp(z + z0) = exp(z) exp(z0):

Preuve : Résulte de
Pn
k=0

zk(z0)n�k

k!(n� k)! =
(z + z0)n

n!

Remarque : L�exemple an = bn =
(�1)np
n+1

prouve que la propriété peut être fausse si les séries sont semi-convergentes.

En e¤et, les séries
P
an et

P
bn convergent, alors que

P
cn diverge, car cn = (�1)n

Pn
k=0

1p
(k+1)(n+1�k)

.

b) Produit (de Cauchy) de séries entières

Remarque fondamentale : Le produit de Cauchy des suites (anzn)n2N et (bnzn)n2N est la suite (cnzn)n2N, où

(cn)n2N est le produit de Cauchy des suites (an)n2N et (bn)n2N. En e¤et,
Pn
k=0(akz

k)(bn�kz
n�k) = cnzn:

Prop : Si
P
anz

n et
P
bnz

n sont des séries entières de rayons de convergence R et R0, alors leur produit de CauchyP
cnz

n a un rayon de convergence supérieur ou égal à min(R;R0).

De plus, pour tout jzj < min(R;R0), on a
P+1
n=0 cnz

n =
�P+1

n=0 anz
n
� �P+1

n=0 bnz
n
�
:

4) Séries entières à variables réelles

a) Dérivées successives d�une fonction dé�nie par une série entière

Dé�nition : Soit
P
anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0, où (an)n2N est une suite complexe.

On considère S :]�R;R[! C x 7�!
P+1
n=0 anx

n:

Alors S est de classe C1, et on obtient S(p) en dérivant terme à terme :

8x 2]�R;R[, 8p 2 N, S(p)(x) =
+1X
n=p

n(n� 1):::(n� p+ 1)anxn�p =
+1X
n=p

n(n+ 1):::(n+ p� 1)an+pxn

En e¤et, les séries dérivées convergent normalement sur tout segment [�r; r] inclus dans ]�R;R[:

La primitive de S s�annulant en 0 est F (x) =
P+1
n=0

an
n+ 1

xn+1 .

En e¤et, la convergence normale sur [0; x] permet d�intégrer terme à terme
P+1
n=0 anx

n.

Un autre argument consiste à dériver x 7�!
P+1
n=0

1
n+1anx

n+1 qui admet aussi R comme rayon de convergence.

b) Expression des coe¢ cients

Corollaire : 8n 2 N, an =
S(n)(0)

n!
. En particulier, S = e0 ssi 8n 2 N, an = 0 :

Preuve : S(n)(0) est le terme constant de la série entière S(n)(x):

Corollaire : Le développement limité de S s�obtient donc en tronquant la série à l�ordre souhaité .

Preuve : On applique la formule de Taylor-Young et le corollaire précédent.

Corollaire : Deux séries entières qui coïncident au voisinage de 0 ont les mêmes coe¢ cients .

Remarque : En revanche, deux séries entières peuvent coïncider en une in�nité de réels sans être égales.

Par exemple, La fonction sin : x 7�!
P+1
n=0

(�1)n
(2n+1)!x

2n+1 s�annule en tous les n� sans être identiquement nulle.

c) Comportement au bord de l�intervalle de convergence



Remarque culturelle :

Théorème d�Abel : (hp désormais) Soit S : x 7�!
P+1
n=0 anx

n une série entière dé�nie sur ]�R;R[.

Si
P
anR

n converge, alors limx!1� S(x) =
P+1
n=0 anR

n = S(R).

Ainsi, S est prolongeable par continuité sur ]�R;R], et S(R) =
P+1
n=0 anR

n:

Important : La preuve est immédiate si
P
janjRn converge (c�est le cas lorsque les an sont positifs), puisque la

série
P
anx

n converge normalement sur [�R;R], donc on peut intervertir somme et limite.

Remarque culturelle : En revanche, S peut admettre une limite en R sans que
P
anR

n converge.

Par exemple, 1
1+x =

P+1
n=0(�1)nxn converge vers 12 lorsque x tend vers 1

�, mais
P+1
n=0(�1)n diverge.

Important : La preuve est immédiate si
P
anR

n véri�e le critère spécial des séries alternées. En e¤et, la sérieP
anx

n converge uniformément sur [0; R], donc on peut intervertir somme et limite.

Exemple : On a 8x 2]� 1; 1], ln(1 + x) =
P+1
n=1

(�1)n�1
n

xn , notamment ln(2) =
P+1
n=1

(�1)n�1
n

:

Exemple : De même, on a 8x 2]� 1; 1], arctan(x) =
P+1
n=0

(�1)n
2n+ 1

x2n+1 .

Ainsi, on a
P+1
n=1

(�1)n�1
n

= ln 2 et
P+1
n=0

(�1)n
2n+ 1

=
�

4
:

Plus généralement, on a
P+1
n=0

(�1)n
pn+ 1

=
R 1
0

dx

1 + xp
:

5) Développements en série entière des fonctions numériques

a) Dé�nition : Soit f : I ! R. On dit que f est dse (développable en série entière) sur ]�R;R[, où R > 0, ssi il
existe une suite (un)n2N telle que 8x 2]�R;R[, f(x) =

P+1
n=0 anx

n:

Remarque : Dans ce cas, on a nécessairement an =
f (n)(0)

n!
pour tout n 2 N:

Ainsi, si f est dse sur ]�R;R[, la série entière associée est nécessairement la série de Taylor de f .

b) Méthodes de développement en série entière

Il y a essentiellement trois approches permettant de justi�er qu�une fonction numérique de classe C1 est dse.

- Première méthode : Formule de Taylor-Lagrange.

En e¤et, avec f(x)�
Pn
k=0 akx

k = Rn(x) =
R x
0

(x� t)n
n!

f (n+1)(t) dt.

Donc f est dse sur ]�R;R[ ssi 8x 2]�R;R[, limn!+1Rn(x) = 0:

Exemple : On a 8x 2 R, exp(x) =
P+1
n=0

xn

n!
:

En e¤et,

����exp(x)�Pn
k=0

xk

k!

���� � jxjn+1

(n+ 1)!
sup[0;x]

��exp(n+1)�� � k jxjn+1

(n+ 1)!
, avec k indépendant de n.

Donc pour tout x 2 R, limn!+1
����exp(x)�Pn

k=0

xk

k!

���� = 0, c�est-à-dire exp(x) = limn!+1Pn
k=0

xn

n!
:

Remarque : En partique, on cherche d�abord chercher à utiliser l�inégalité de Taylor-Lagrange (formule plus simple

à utiliser), mais dans certains cas, il faudrait majorer le reste plus �nement en utilisant la forme avec reste intégral.

- Deuxième méthode : Méthode de l�équation di¤érentielle (cf paragraphe 10 ).

La fonction f est l�unique solution d�une équation di¤érentielle pour laquelle on détermine une série entière solution.



Exemple : La fonction f : x 7�! (1 + x)� est la solution de (E) : (1 + x)y0(x) = �y(x) véri�ant y(0) = 1:

Mais y : x 7�!
P+1
n=0

1
n!�(�� 1):::(�� n+ 1)x

n est solution de (E) sur ]� 1; 1[ et véri�e y(0) = 1:
Donc f : x 7�! (1 + x)� est dse sur ]� 1; 1[ et que 8x 2]� 1; 1[, f(x) =

P+1
n=0

1
n!�(�� 1):::(�� n+ 1)x

n:

- Troisième méthode : Par intégrations ou dérivation d�une fonction dont le dse est connu.

Par convergence normale d�un série entière (et de ses dérivées) sur tout segment inclus dans ] � R;R[, on peut
intégrer ou dériver la fonction considérée.

Exemple : 8x 2]� 1; 1[, 1

1� x =
P+1
n=0 x

n, donc
�

1

1� x

�2
=
P+1
n=0 nx

n�1 =
P+1
n=0(n+ 1)x

n:

c) Contre-exemples

Une fonction de classe C1 sur R n�est pas nécessairement développable en série entière.

Exemple : La série
P+1
n=0

1
n!f

(n)(0)xn peut converger sans que f soit développable en série entière.

Par exemple, avec f(x) = exp
�
� 1

x2

�
si x 6= 0 et f(0) = 0, f est C1, non nulle, mais f (n)(0) = 0 pour tout n 2 N.

Ainsi, la série de Taylor existe (de rayon de convergence in�nie), mais sa somme n�est pas f(x) (sauf en x = 0).

Exemple : La fonction f : x 7�! 1

1 + x2
est de classe C1 sur R et n�est développable en série entière que sur

l�intervalle ]� 1; 1[ : 8x 2 [�1; 1[, f(x) =
P+1
n=0(�1)nx2n (série entière de rayon de convergence R = 1).

d) Cas des fonctions à variable complexe

Soit z 7�! f(z) une fonction dé�nie sur C (ou une partie de C contenant 0).

On se ramène au cas de fonctions à variable réelle en considérant g : [0; 1]! C t 7�! f(tz):

On peut alors appliquer à g les méthodes du b).

6) Développements en série entière des fonctions usuelles

a) Développement en série géométrique

Pour tout jzj < 1, 1

1� z =
P+1
n=0 z

n :

8x 2]� 1; 1], ln(1 + x) =
P+1
n=1

(�1)n�1
n

xn et arctanx =
P+1
n=0

(�1)n
2n+ 1

xn .

En e¤et, les dse de ln et arctan peuvent se déduire par intégration sur ]� 1; 1] : cf intégration terme à terme.

b) Puissances : 8x 2]� 1; 1[, (1 + x)� =
P+1
n=0

�(�� 1):::(�� n+ 1)
n!

xn .

La preuve la plus simple consiste à utiliser l�équation di¤érentielle (1 + x)y0(x) = �y(x) et y(0) = 1.

Remarque : 8x 2]� 1; 1[, 1

(1� x)� =
P+1
n=0

�(� + 1):::(� + n� 1)
n!

xn

Remarque culturelle : De limn!+1
R n
0 t

��1
�
1� t

n

�n
dt = �(�), on déduit limn!+1

n� n!

�(�+ 1):::(�+ n+ 1)
=

�(�):

Donc �(� + 1):::(� + n� 1) � n��1 �(�)�1:

Exemple : On a
1p
1� x

=
P+1
n=0

1

4n
�
2n
n

�
xn:

En e¤et, avec � =
1

2
,
�(� + 1):::(� + n� 1)

n!
=
1� 3� 5� :::� (2n� 1)

n!2n
=

1

(n!)222n
:

Remarque : Avec n! �
p
2�nnne�n, on a 4�n

�
2n
n

�
� 1p

�n
, qui s�écrit aussi n�1=2�(12)

�1:



c) Séries exponentielles : 8z 2 C; ez =
P+1
n=0

zn

n!
, ch(z) =

P+1
n=0

z2n

(2n)!
, cos(z) =

P+1
n=0

(�1)nz2n
(2n)!

:

Le dse des fonctions f : C! C peut se mener en considérant, pour tout z 2 C, l�application [0; 1]! C t 7�! f(tz):

Par exemple, l�inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à t 7�! etz donne

����ez �Pn
k=0

zk

k!

���� � 1

(n+ 1)!
max(1; eRe z):

On peut aussi démontrer le dse de t 7�! etz comme la solution de l�équation di¤érentielle y0(t) = zy(t) et y(0) = 1:

Exemple : De façon analogue,
P z3n

(3n)!
= 1

3(e
z + ejz + ej

2z), avec j = e2i�=3:

7) Développements en série entière des fractions rationnelles (complément hp)

a) Décompositions en série entière des éléments simples de C(X)

8 jzj < 1, 1

1� z =
P+1
n=0 z

n, et par dérivation
�

1

1� z

�2
=
P+1
n=1 nz

n�1,
�

1

1� z

�p
=
P+1
n=1

n(n+1):::(n+p�1)
p! zn :

On en déduit, pour � 2 C�, le dse de 1

z � � =
�1
�

1

1� (z=�) = �
P+1
n=1

zn

�n+1
pour jzj < j�j :

Conséquence : Soit F 2 C(X) une fraction rationnelle n�admettant pas 0 pour pôle. Alors :

i) F est DSE sur le disque de rayon de convergence R = inffj�j j � pole de Fg.
En particulier R = +1 si F n�admet pas de pôle (c�est-à-dire si F est un polynôme).

ii) Le rayon de convergence de la série de Taylor de F en 0 est R.

Preuve : i) On décompose F en éléments simples. Ainsi, le dse est obtenu en sommant les dse de ses éléments

simples, qui sont tous dé�nis au moins pour jzj < R.

ii) Notons R0 le rayon de convergence de la série de Taylor de F en 0: Il résulte de i) que R0 � R.
Supposons par l�aburde que R0 > R. Considérons z0 un pôle de F de module R:

La fonction S associée à la série entière coïncide avec F sur et est continue sur le disque ouvert de rayon R0, donc

borné sur le disque fermé de rayon R. Or, comme jS(z)j = jF (z)j tend vers +1 lorsque z converge vers z0 (avec

jzj < R) , on obtient une contradiction. Donc R0 = R:

Exemple :
1

1 + x+ x2
=

1

j � j

�
1

x� j �
1

x� j

�
=

2i

j � j
Im

�
1

x� j

�
=
�2p
3
Im

�P+1
n=1

xn

jn+1

�
:

On obtient
1

1 + x+ x2
= 1� x+ x3 � x4 + ::: =

P+1
n=0 anx

n, avec an = 1, �1 ou 0 selon la valeur de (nmod3):

Exemple : Le dse de ln(2 + x� x2) = ln 2 + ln(1 + x) + ln(1� x
2 ) s�obtient très simplement.

En revanche, l�obtention du dse de ln(1 + x+ x2) se fait en intégrant celui de
1 + 2x

1 + x+ x2
:

b) Obtention des coe¢ cients du dse d�une fraction rationnelle par récurrence (linéaire)

Principe : On considère F (z) =
P (z)

Q(z)
=
P+1
n=0 anz

n, avec jzj < R (module maximum des pôles).

Alors P (z) = Q(z)
P+1
n=0 anz

n:

Par identi�cation, on en déduit que (an)n2N véri�e une relation de récurrence d�ordre r = degQ.

Exemple : On considère F (x) =
1 + x

1� x� 2x2 =
P+1
n=0 anx

n:

Or (1� x� 2x2)
�P+1

n=0 anx
n
�
=
P+1
n=0(an � an�1 � 2an�2)xn, en posant a�1 = a�2 = 0:

Donc (an)n2N est la suite dé�nie par a0 = 1, a0 � a1 = 1 et 8n � 2, an � an�1 � 2an�2 = 0:
L�équation caractéristique est z2 � z � 2 = 0, de racines 2 et �1.



Donc an = �2n + �(�1)n, avec �+ � = 1 et 2�� � = 0, d�où � = 1
3 et � =

2
3 :

8) Formules de Cauchy

a) Fonction à variable complexe considérée comme fonction à deux variables réelles

Soit
P
anz

n une série entière de rayon de convergence R.

On dispose donc de la fonction f : D ! C z 7�!
P+1
n=0 anz

n, où D est le disque ouvert de rayon R.

b) Principe des zéros isolés

Prop : Si f admet une suite de zéros convergeant vers 0, alors tous les an sont nuls.

Autrement dit, si f n�est pas identiquement nulle, f ne s�annule pas sur un voisinage de 0 privé de 0:

Preuve : Sinon, f s�écrit f(z) = zpg(z), avec g(0) 6= 0, et par continuité, g n�est pas nulle au voisinage de 0:

c) Lien avec les séries de Fourier

La restriction de f à un cercle de rayon r < R est la série de Fourier f(rei�) =
P+1
n=0 anr

nein�:

d) Formules de Cauchy

Prop : Soit f(z) =
P+1
n=0 anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0:

Alors, pour tout n 2 N et pour tout r 2]0; R[, anrn =
1

2�

R 2�
0 f(rei�)e�in� d� :

En particulier, f est entièrement dé�nie par sa restriction sur le cercle de centre O et de rayon r:

Preuve : On a f(rei�)e�in� =
P+1
k=0 akr

kei(k�n)�, et la série de fonctions (en �) converge normalement sur R. En

intégrant terme à terme sur [0; 2�], on obtient
R 2�
0 f(rei�)e�in� d� = 2�anrn, car

R 2�
0 ei(k�n)� d� = 0 si k 6= n:

Conséquences :

- Si f est nulle sur un cercle, f est identiquement nulle.

- Si R = +1 et si f(z) = O (jzjp) lorsque jzj tend vers +1, alors 8n > p, an = 0, donc f polynôme de degré � p.

9) Applications des séries entières aux calculs de sommes (et au dénombrement)

a) Calculs de sommes

Exemple : On considère les sommes U =
P+1
n=0 n2

�n et V =
P+1
n=0 n

22�n et W =
P+1
n=1

2�n

n
:

Avec 8x 2]� 1; 1[, f(x) =
P+1
n=0 x

n =
1

1� x , on a U =
1

2
f 0
�
1

2

�
V =

1

4
f 00
�
1

2

�
+
1

2
f 0
�
1

2

�
et W =

R 1=2
0 f(x) dx:

Remarque : En particulier, on a 8x 2]� 1; 1[, f 0(x) =
P+1
n=0 nx

n�1 =
1

(1� x)2 :

Exemple : On a
P+1
n=0

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

=
R 1
0 arctan(x) dx:

Preuve : On a 8x 2 [0; 1[, arctan(x) =
P+1
n=0 fn(x), avec fn(x) =

(�1)n
(2n+ 1)

x2n+1:

Comme
PR 1

0 fn converge uniformément sur [0; 1], alors limx!1�
R 1
0 f(x) dt =

P+1
n=0

R 1
0 fn(x) dx

Or,
R 1
0 fn(x) dx =

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

. Donc
P+1
n=0

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

=
R 1
0 arctan(x) dx:

Exemple : Soit p et r 2 N�. Sp =
P+1
n=0

(�1)n
pn+ r

vaut
R 1
0

tr�1

1 + tp
dt :



On retrouve les cas classiques pour p = 1 et p = 2 :
P+1
n=0

(�1)n
n+ 1

= ln 2 et
P+1
n=0

(�1)n
2n+ 1

= arctan 1:

En e¤et, en intégrant (par cv normale) la relation
P+1
n=0(�1)ntnp+r�1 =

tr�1

1 + tp
sur [0; x], où x < 1, on obtient :

8x 2]� 1; 1[,
P+1
n=0

(�1)nxnp+r
pn+ r

=
R x
0

tr�1

1 + tp
dt = F (x).

Or, la série entière
P+1
n=0

(�1)nxnp+r
pn+ r

converge uniformément sur [0; 1], donc est continue en 1�:

Donc Sp = limx!1 F (x) = limx!1
R x
0

tr�1

1 + tp
dt =

R 1
0

tr�1

1 + tp
:

Complément culturel : Une autre preuve consiste à passer par les sommes partielles SN (t) = tr�1
PN
n=0(�1)ntnp.

En e¤et, on a SN (t) = tr�1
PN
n=0(�1)ntnp =

tr�1

1 + tp
+RN (t), avec RN (t) = (�1)N

tr�1

1 + tp
t(N+1)p.

Pour prouver que limN!+1
R 1
0 SN (t) dt =

R 1
0

tr�1

1 + tp
dt, il su¢ t de prouver que limN!+1

R 1
0 RN (t) dt = 0:

Or, une majoration simple et directe donne : jRN (t)j �
R 1
0 t

(N+1)p dt = 1
(N+1)p ! 0 lorsque N ! +1:

Exemple : S =
1

1� 3 +
1

5� 7 +
1

9� 11 + ::: =
1

2

P+1
n=0

(�1)n
2n+ 1

=
1

2
arctan(1) =

�

8
:

b) Dénombrement

Exemple : On note Dn le nombre de dérangements de [[1; n]] (= permutations sans point �xe).

On montre (admis ici que
Pn
k=0

�
n
k

�
Dk = n!

Pour x 2]� 1; 1[, on considère f(x) =
P+1
n=0

Dn
n!
xn. On obtient f(x)ex =

1

1� x , donc f(x) =
e�x

1� x:

On en déduit que Dn = n!
Pn
k=0

(�1)k
k!

, et en particulier Dn � e�1 n! lorsque n! +1.

Exemple : On note an le nombre d�entiers (k; l) 2 N2 tels que k + 2l = n.

Alors
P+1
n=0 anx

n =
P+1
k=0

P+1
l=0 x

k+2l =
1

(1� x)(1� x2) :

On obtient an en utilisant le dse via une décomposition en éléments simples.

Exemple : On note bn le nombre de p-uplets (k1; :::; kp) 2 Np tels que k1 + k2 + :::+ kp = n:

Alors
P+1
n=0 bnx

n =
1

(1� x)p , d�où bn =
p(p+ 1):::(p+ n� 1)

n!
=
�
n+p�1
p�1

�
:

Exemple :
P+1
n=0

xn

1� xn =
P+1
n=0

P+1
k=0 x

n(k+1) =
P+1
n=0 dnx

n, où dn est le nombre de diviseurs de n.

10) Séries entières et équations di¤érentielles

Important : Une fonction f dé�nie sur ]�R;R[, où R > 0, par une série entière f(x) =
P+1
n=0 anx

n est nulle ssi

tous les an sont nuls. Par linéarité, deux fonctions dé�nies par des séries entières coïncident sur ] � R;R[ ssi les
séries entières ont les mêmes coe¢ cients.

Important : On notera que les raisonnements suivants se font par analyse et synthèse.

a) Méthode de l�équation di¤érentielle pour déterminer des développements en série entière

Pour déterminer le dse (ou le développement limité) d�une fonction, il est souvent judicieux de caractériser cette

fonction par une équation di¤érentielle. On cherche alors la solution de cette équation sous forme d�une série

entière en procédant par identi�cation.

Exemple : Soit � 2 R. On considère (E) : (1 + x)y0(x) = �y(x):



La série entière y(x) =
P+1
n=0 anx

n véri�e (E) ssi 8n 2 N, (n+ 1)an+1 + nan = �an, c�est-à-dire an+1 =
�� n
n+ 1

an:

On obtient donc an =
�(�� 1):::(�� n+ 1)

n!
a0.

Le rayon de convergence de
P+1
n=0 anx

n vaut 1 (par le critère de d�Alembert).

On véri�e que x 7�! (1 + x)� et x 7�!
P+1
n=0

�(�� 1):::(�� n+ 1)
n!

xn sont solutions de (E) sur ]� 1; 1[.

De plus, elles valent 1 en x = 0:

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, les deux fonctions sont égales sur ]� 1; 1[.

Exemple : Le dse de f(x) = (arcsinx)2 s�obtient directement à partir d�une équation di¤érentielle.

En e¤et, on a (1� x2)f 0(x)2 = 4f(x), d�où en dérivant, on obtient (1� x2)f 00(x)� xf 0(x) = 2:

En procédant par identi�cation, on montre que l�équation di¤érentielle (1 � x2)y00(x) � xy0(x) = 2 admet une

solution développable en série entière g, de rayon de convergence vaut 1 et véri�ant g(0) = g0(0) = 0:

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que 8x 2]� 1; 1[, f(x) = g(x):

Exemple : La fonction tan est la solution de l�équation di¤érentielle y0 = 1 + y2 véri�ant y(0) = 0:

La série entière y(x) =
P+1
n=0 anx

n véri�e (E) ssi

a0 = 0; a1 = 1 et 8n 2 N�; an+1 =
1

n+ 1

nX
k=0

akan�k

La suite (an)n2N ainsi dé�nie véri�e notamment 0 � an � 1:, donc le rayon R de la série entière véri�e R � 1:
On en déduit que tan est dse sur ]� 1; 1[. Remarque : En fait, tan est dse sur ]� �

2 ;
�
2 [, cf 9).

b) Recherche des solutions développables en série entière d�une équation di¤érentielle

Remarque : Si y(x) =
P+1
n=0 anx

n, alors y0(x) =
P+1
n=0(n+ 1)an+1x

n et xy0(x) =
P+1
n=0 nanx

n :

Exemple : On considère (E) : (4 + x2)y00(x) + 3xy0(x) + y(x) = 0:

On cherche une solution y sur un intervalle ]�R;R[, avec R > 0, de la forme y(x) =
P+1
n=0 anx

n:

(E) s�écrit :
P+1
n=0 4(n+ 1)(n+ 2)an+2x

n + (n� 1)nanxn + 3nanxn + anxn = 0,
ce qui équivaut (par le cours) à 8n 2 N, 4(n+ 1)(n+ 2)an+2 + (n+ 1)2an = 0, c�est-à-dire an+2 = �

1

4

n+ 1

n+ 2
an:

On pose donc 8m 2 N, �2m =
(�1)m
4m

mY
k=1

�
2k � 1
2k

�
et �2m+1 =

(�1)m
4m

mY
k=1

�
2k

2k + 1

�
:

On considère les fonctions dé�nies par les séries entières f(x) =
P+1
m=0 �2mx

2m et g(x) =
P+1
m=0 �2m+1x

2m+1:

Le rayon de convergence de f et g est R = 2, car R�2 = limm!+1
�2m+2
�2m

= limm!+1
�2m+1
�2m�1

=
1

4
:

Ainsi, f et g sont des solutions (linéairement indépendantes) de (E) sur ]� 2; 2[.

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, elles forment une base du sev des solutions sur ]�2; 2[, lesquelles se prolongent
en des solutions de classe C1 sur R (mais ne sont pas dse sur R).

c) Séries génératrices associées à des suites dé�nies par des relations de récurrence

Exemple : Considérons la suite (an)n2N dé�nie par a0 = 1 et (n+ 1)an+1 = an + 1.

Alors F (x) =
P+1
n=0 anx

n est bien dé�nie sur ]� 1; 1[ et véri�e F 0(x) = F (x) + 1
1�x : On peut ensuite expliciter F .

Exemple : Considérons la suite de Fibonacci (an)n2N dé�nie par a0 = a1 = 1 et an+2 = an+1 + an.



Comme an � 2n, alors F (x) =
P+1
n=0 anx

n est bien dé�nie au voisinage de 0:

On a
P+1
n=0 an+2x

n+2 = x
P+1
n=0 an+1x

n+1 + x2
P+1
n=0 anx

n, d�où (F (x)� 1� x) = x(F (x)� 1) + x2F (x):

On en conclut F (x) =
1

1� x� x2 =
1

�� �

�
�

1� �x �
�

1� �x

�
, d�où an =

1

�� ��
n+1 � 1

�� ��
n+1:


