’ Séries entiéres ‘

Une série entiére est une série de la forme Y, .y an2", ol (an)nen € CN et ot z est une variable complexe.

1) Lemme d’Abel, rayon de convergence

a) Lemme d’Abel

Prop : Supposons (|an| p")nen est bornée. Alors pour tout |z| < p, la série ) an2" converge absolument.

De plus, la série de fonctions Y a,z" converge normalement sur tout disque de centre 0 et de rayon r < p.

n n
En effet, on a |a,2"| < <|Z|> (anp™) <M <|Z|> , o M est un majorant de (|a,| p™)nen-

b) Rayon et disque de convergence : On définit | R = sup{p € R" | (Jay| p")nen est bornée } € Rt U {+oo} |

Ce nombre est appelé rayon de convergence de Y a,z". C’est l'unique réel vérifiant :

{ > apz™ converge absolument pour tout |z| < R

> apz" diverge pour tout |z| > R

Remarques :

- On ne peut rien dire de fagon générale de la convergence sur le cercle |z| = R.

- On peut avoir R =0 ou R = 4+o00. Lorsque R = +o0, 2z — Z:ﬁ% anz™ définit une fonction de C dans C.

c) Convergence normale sur tout compact du disque ouvert de convergence

Prop : Soient Y a,z" de rayon de convergence R.

Alors,

pour tout 0 < r < R, la série de fonctions > a,z" converge normalement sur le disque D(0,7) ‘

Preuve : Pour tout n € N, sup,c (o [anz"| = |an| ", et par définition de 7, 3 |a,| 7" converge.

Remarque : Plus généralement, la série de fonctions Y a,z" convergence normalement sur tout compact K du

disque ouvert de convergence. En effet, il existe = max{|z|, z € K} et on a r < R, donc K C B(0,r).

d) Utilisation des théorémes de comparaisons

Prop : Soient Y anz" et > b,z"™ deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R et R’

Si by, = O(ay), alors R’ > R. En effet, pour |z| < R, )" a,2" converge absolument, donc Y b,z" converge aussi.
Remarque : On en déduit en particulier que si a, ~ b,, alors R = R'.

IMPORTANT : Pour A > 0, le rayon de convergence de Y a,\"2" est % D’otu :

Corollaires : Soit A > 0.

- Si b, = O(N"ay,), avec X > 0, alors R’ > R/\.

- Si |by| > N'ay, pour n assez grand, alors R < R/\.

e) Rayon de convergence des séries associées par dérivation et par primitivation

. A1 n n 1 n A
Prop : Les séries Y an2", Y nanz" et ) —=5a,2z" ont méme rayon de convergence.

Plus généralement, Y a,z™ et > a,n%z" ont méme rayon de convergence.

Preuve : Notons R et R’ les rayons de convergence respectifs de Y a,2" et de Y apnz".

Pour tout A > 1, n®* = O(A\"), donc a,n® = O(a,\"), d'ou R’ > R/\.

Comme X > 1 est arbitraire, on obtient R’ > R en faisant tendre \ vers 1.



En changeant o en —c, on permute les roles de a,, et de a,n®. On a donc de méme R > R'. D’ou R = R'.

IMPORTANT : Plus généralement, si b, = upa,, avec lim,_, o || =1, alors R = R'.

En effet, pour tout A > 1, on a u,, = O(\"), donc R’ > R, et de méme R < R'.

Ainsi, les séries entiéres > a,z" et a,n®(Inn)?z" ont le méme rayon de convergence.
) n n

2) Calcul pratique du rayon de convergence

a) Prop : Pour tout réel «, la série entiére Y n%a,z" a le méme rayon de convergence que »_ a,z"
Preuve : Si (|an| p™)nen est bornée, alors (n® |a,|r™)nen est bornée pour tout r < p.
Prop : Pour tout A € C, le rayon de convergence de > a, A" 2" est ‘—f', ol R est le rayon de convergence de Y a,z".

Preuve : > ap,\"2" = > an(Az)™, qui converge lorsque |Az| < R et diverge lorsque [A\z| > R.

Gn+41

1
b) Régle de D’Alembert : |Si limy, 400 =L, alors R = 7 (en particulier, si L = 0, alors R = +00) |.

n

Ezemples : Le rayon de convergence de Y 2" /n! est R = +00 ; le rayon de convergence de »_ nlz"™ est R = 0.

Preuve :

Unt1 pour L |z| < 1, la série » u, converge

On pose U, = a,2"™. On a lim,_, 4

= L|z|, donc {

n

pour L|z| > 1, la série Y u, diverge
On en déduit R = L~L.

c) Cas des séries lacunaires

Avec p € N* | 3" a,,2P"*" est de rayon de convergence RYP_ ou R est le rayon de convergence de > anz"

pn+r _ T pn : AN
En effet, pour z non nul, ) a,z =z anzP" converge ssi Y a,(zP)"™ converge
Exemple : Le rayon de convergence de Y 277237 vaut 21/3,

d) Somme de séries entiéres

Prop : Si ) a,z" et > b,2" sont sont des séries entiéres de rayons de convergence R et R’ alors le rayon R” de
convergence de > (ay + b,)2" est supérieur ou égal & min(R, R’).

Remarque : Lorsque R > R/, alors R” = min(R, R').

e) Exemples

Faute de pouvoir appliquer les propriétés précédentes, on revient & R = sup{p € R™ | (|a,| p")nen est bornée.

On utilise aussi souvent : Si > "0 an(20)" converge, alors R > |zg]. Si elle diverge, alors R < |z|.

Ezemple : Soit Y a,z" de rayon de convergence R. Le rayon de > a22" vaut R?.

En effet, (Jan| p™)nen est bornée ssi (|an|? p2")nen est bornée.

Ezemple : Soit (an)nen une suite bornée ne convergeant pas vers 0. Alors le rayon de Y a, 2" est R = 1.

En effet, a,, = O(1), donc R > 1. D’autre part, »_ a, diverge, donc R < 1.

3) Produit de Cauchy de deux séries, produit de séries entiéres

a) Le produit de Cauchy de deuz suites (ap)nen €t (bn)nen est la suite (¢, )nen définie par

n
Cp = aobn + albn_1 + ...+ anbo = Zakbn,k = Z aibj
i+j=n

Prop : |Si Y ay, et 3 by, convergent absolument, alors 3" ¢, cv absolument, et >/ ¢, = ( 2% an) (Z bn) |




Preuve : On pose dp, = |aoby| + |a1bp—1]| + ... + |anbo|. On a Y~y di < (O p_o larl) Of_ |bk]) donc majorée.
Donc ) d, converge, d’ou ) ¢, converge absolument.
De plus, [>r_gcr — O reoar) O pobr)| < Zk nt1 @k, qui tend vers 0 lorsque n — +o0, car ) d, converge.

+o0 2"
=0 H,
Zk(z/)nfk _ (Z+z/)n

Preuve : Résulte de > ), i — k) '
'(n — k)! n!

(="

Remarque : L’exemple a,, = b, = T prouve que la propriété peut étre fausse si les séries sont semi-convergentes.

Corollaire : Avec exp(z) = on a exp(z + 2') = exp(z) exp(2’).

En effet, les séries Y a, et > by, convergent, alors que Y ¢, diverge, car ¢, = (=1)" >}, m

b) Produit (de Cauchy) de séries entiéres

Remarque fondamentale : Le produit de Cauchy des suites (apz")nen et (bpz™)nen est la suite (¢,2")pen, ou

nfk)

(¢n)nen est le produit de Cauchy des suites (an)nen €t (by)nen. En effet, Zzzo(akzk)(bn,kz = cp2™.

Prop : SiY " a,z™ et > b,2" sont des séries entieres de rayons de convergence R et R/, alors leur produit de Cauchy
> ¢p2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a min(R R).

De plus, pour tout 2| < min(R, R'), on a 3 %0 ¢,z = (3725 an2™) (3520 baz") .

4) Séries entiéres a variables réelles

a) Dérivées successives d’'une fonction définie par une série entiére

Définition : Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence R > 0, ol (ap)nen €St une suite complexe.

On considére S| — R, R[— C z — 320 apa™.

Alors S est de classe C*, et on obtient S® en dérivant terme a terme | :

+o0 +oo
Vxe]—R,R[,VpeN,S(p)(x):Zn(n—l) (n—p+ Dayz" Z (n+1)...(n+p—1Dappx"

n=p

En effet, les séries dérivées convergent normalement sur tout segment [—r,r| inclus dans | — R, RJ.

too _On_ nt1

La primitive de S s’annulant en 0 est Fi(x) = Y "2 1
n

En effet, la convergence normale sur [0, x| permet d’intégrer terme a terme :{o% "
oo 1

Un autre argument consiste a dériver x — ) ;7 =5

anxz™t! qui admet aussi R comme rayon de convergence.

b) Expression des coefficients

(n) ~
Corollaire : |Vn € N, a,, = 5 |(0). En particulier, S =0ssiVn € N, a, =0]|.
n!

Preuve : S (0) est le terme constant de la série entiere S (z).

Corollaire : ’Le développement limité de S s’obtient donc en tronquant la série a ’ordre souhaité ‘

Preuve : On applique la formule de Taylor-Young et le corollaire précédent.

Corollaire : ’Deux séries entiéres qui coincident au voisinage de 0 ont les mémes coefficients ‘

Remarque : Fn revanche, deux séries entiéres peuvent coincider en une infinité de réels sans étre égales.

(=D"  2n+1

" s .
n=0 Gt e s’annule en tous les nw sans étre identiquement nulle.

Par exemple, La fonction sin : z — 37

c) Comportement au bord de lintervalle de convergence




Remarque culturelle :

Théoréme d’Abel : (HP désormais) Soit S : x +— Y72 a,2™ une série entiére définie sur | — R, RJ.
Si 3" a,R" converge, alors lim, ;- S(z) = 30 a,R® = S(R).

Ainsi, S est prolongeable par continuité sur | — R, R], et S(R) =Y.' a, R".

IMPORTANT : La preuve est immeédiate si »  |a,| R"™ converge (c’est le cas lorsque les a,, sont positifs), puisque la

série > anx™ converge normalement sur [—R, R], donc on peut intervertir somme et limite.

Remarque culturelle : En revanche, S peut admettre une limite en R sans que ) a, R" converge.

—+o00

Par exemple +o0(=1)"z™ converge vers 1 lorsque x tend vers 17, mais 3,79 (—1)" diverge.

) 1+33

IMPORTANT : La preuve est immeédiate si ) a, R" vérifie le critére spécial des séries alternées. En effet, la série

> apz™ converge uniformément sur [0, R], donc on peut intervertir somme et limite.

~+o00 (*1)71_1 +o00 (*1)71_1
Exemple : On a |Vz €] —1,1], In(1 +2) =) % ~————2a" |, notamment In(2) = > "% ~——.
n
E . A 400 (_1)” 2n+1
remple : De méme, on a |V €] — 1,1}, arctan(z) =) %) ~——= )
2n+1
-1 n—1 —1)
Ainsi, on a :{i’ii In2ety ' 02( +)1 %
(=)™ dz

Plus généralement, on a Zn 0 pn+1 fo T

5) Développements en série entiére des fonctions numeériques

a) Définition : Soit f: I — R. On dit que f est DSE (développable en série entiére) sur | — R, R[, ou R > 0, ssi il

existe une suite (up)nen telle que Vo €] — R, R, f(z) = 312 a,2”

F(0)
nl

Remarque : Dans ce cas, on a nécessairement a,, = pour tout n € N.

Ainsi, si f est DSE sur | — R, R[, la série entiére associée est nécessairement la série de Taylor de f.

b) Méthodes de développement en série entiére

Il y a essentiellement trois approches permettant de justifier qu’une fonction numérique de classe C*° est DSE.

- Premiére méthode : Formule de Taylor-Lagrange.
n T (x - t)n n
En effet, avec f(z) — Y j_oaxz® = Ry(z) = [ T FOHD(¢) dt.
Donc f est DSE sur | — R, R[ ssi Vo €] — R, R[, limy,—,1 oo Rp(x) = 0.
x

)
n

Ezemple : On a Vr € R, exp( )= ;“o% —
n!’
En effet, [exp(z) — >} m"“ supyg 51 [exp™ Y| < M avec k indépendant de n
) k=0 k" ( ) [0,z] = (n+1)|7 .
zk x"
Donc pour tout z € R, lim,,—, 4o |exp(z) — > 1, i 0, c’est-a-dire exp(z) = lim, 400 D pep o

Remarque : En partique, on cherche d’abord chercher a utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange (formule plus simple

a utiliser), mais dans certains cas, il faudrait majorer le reste plus finement en utilisant la forme avec reste intégral.
- Deuxiéme méthode : Méthode de I’équation différentielle (cf paragraphe 10).

La fonction f est I'unique solution d’une équation différentielle pour laquelle on détermine une série entiére solution.



Ezemple : La fonction f: x+—— (14 x)® est la solution de (E) : (14 x)y/(z) = ay(z) vérifiant y(0) = 1.
Mais y : @ — > %9 La(a—1)...(a —n+1)z" est solution de (E) sur | — 1, 1] et vérifie y(0) = 1.

Donc f: 2+ (1 +2)% est DSE sur | — 1, 1[ et que Vo €] — 1, 1[, f(z) = >/ La(a—1)..(a—n+1)z"
- Troisiéme méthode : Par intégrations ou dérivation d’une fonction dont le DSE est connu.

Par convergence normale d’un série entiére (et de ses dérivées) sur tout segment inclus dans | — R, R[, on peut

intégrer ou dériver la fonction considérée.
1
Ezemple : Yz €] — 1,1], 7—271 o ", donc <1 > =Y el =30 (n 4 1)a"

c) Contre-exemples

Une fonction de classe C°° sur R n’est pas nécessairement développable en série entiére.

Ezxemple : La série Z:{i% % ™ (0)z™ peut converger sans que f soit développable en série entiére.

1
Par exemple, avec f(x) = exp (—) siz #0et f(0) =0, f est C*, non nulle, mais f(™(0) = 0 pour tout n € N.
x2

Ainsi, la série de Taylor existe (de rayon de convergence infinie), mais sa somme n’est pas f(x) (sauf en z = 0).

Ezxemple : La fonction f : x — est de classe C'*° sur R et n’est développable en série entiére que sur

14 22
Vintervalle | — 1,1[ : YV € [—1,1[, f(x) = >,/ (—1)"2?" (série entiere de rayon de convergence R = 1).

d) Cas des fonctions & variable compleze

Soit z — f(z) une fonction définie sur C (ou une partie de C contenant 0).
On se rameéne au cas de fonctions a variable réelle en considérant g : [0,1] — C t — f(t2).

On peut alors appliquer a g les méthodes du b).

6) Développements en série entiére des fonctions usuelles

a) Développement en série géométrique

1
Pour tout |z| < 1, 1= S,
-z

Va E] - 17 1]7 ln(l + :1?) = +3.i ﬂxn et arctanx = +O<(>) (71)71 x"
oon n=09p 417
En effet, les DSE de In et arctan peuvent se déduire par intégration sur | — 1, 1] : cf intégration terme a terme.

—1...(aa— 1
b) Puissances : Vx €] —1,1[, [ (1 +z)* =3 ala—l).la=n+1)

z™ |

n!

La preuve la plus simple consiste a utiliser 1’équation différentielle (1 + z)y'(z) = ay(x) et y(0) = 1.

1 o BB+..(B+n—-1) ,
(1—x)8 =25 n!

Remarque : Yz €] —1,1],

n® n!

alo+ Dofat+ntl)

n t\" -
Remarque culturelle : De lim,— 1o fo ot <1 — n) dt = I'(«), on déduit lim,, 1o
[a).
Donc B(8 + 1)...(6 +n—1)~ nﬂ_l I‘(ﬁ)_1

Ezemple : On a

1—2z
L ﬁ(ﬁ+ ).(,6’+n—1) 1x3%x5x%...x(2n—1) 1
En effet, avec § = - oy = nlon - (nl)222n
1
Remarque : Avec n! ~ +/2mnne™", on a 47" (277) ~ ——, qui s’écrit aussi n_l/QF(%)_l.

Jan



n 2n
—1
c) Séries exponentielles : |Vz € C,e* = 3120 %, ch(z) =32 (;n)!’ cos(z) = Y18 ((2)71;

Le DSE des fonctions f : C — C peut se mener en considérant, pour tout z € C, 'application [0,1] — C ¢t —— f(tz2).

k 1
Par exemple, I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & t — e** donne |e* — > ko % < m max(1, eRez ).
! n !
On peut aussi démontrer le DSE de ¢ — €' comme la solution de I’équation différentielle y/(t) = 2y(t) et y(0) = 1.
3n
Ezxemple : De fagon analogue, > m = %(ez + el 4 ej2z), avec j = e%m/3,
n)!

7) Développements en série entiére des fractions rationnelles (complément HP)

a) Décompositions en série entiére des éléments simples de C(X)

Yz <1,

1 1 2 1 p B
.= S0 2™ et par dérivation <1 ) =Yt el (1 — z) =yt wzn ‘

. . 1 -1 1 too 2"
On en déduit, pour A € C*, le DSE de | —— = — =) e

- Al
P S N R Y5 pour [z] <[]

Conséquence : Soit F' € C(X) une fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour pole. Alors :

i) F est DSE sur le disque de rayon de convergence R = inf{|\| | A pole de F'}.

En particulier R = +oo si F' n’admet pas de pole (c’est-a-dire si F' est un polynéme).
ii) Le rayon de convergence de la série de Taylor de F' en 0 est R.

Preuve : i) On décompose F' en éléments simples. Ainsi, le DSE est obtenu en sommant les DSE de ses éléments

simples, qui sont tous définis au moins pour |z| < R.

ii) Notons R’ le rayon de convergence de la série de Taylor de F' en 0. Il résulte de i) que R’ > R.

Supposons par 'aburde que R’ > R. Considérons zy un podle de F' de module R.

La fonction S associée a la série entiére coincide avec F sur et est continue sur le disque ouvert de rayon R/, donc
borné sur le disque fermé de rayon R. Or, comme [S(z)| = |F(z)| tend vers +oo lorsque z converge vers zg (avec

|z| < R) , on obtient une contradiction. Donc R’ = R.

1 1 1 1 29 1 —2 oo T
Ezemple : 5= T= - — — )| = ——=1Im -] = —1Im n=1 i1 | -
l+ao+a® j—j\o—-j x—j J=1J =] V3 Vias
1
On obtient ———— =1—az+2% —2* + ... = Y 7% a,2", avec a, = 1, —1 ou 0 selon la valeur de (nmod 3).
14+x+a2
Ezemple : Le DSE de In(2 + 2 — 2%) =In2 + In(1 4+ z) + In(1 — %) s’obtient trés simplement.
1+ 22
1+z+ 22
b) Obtention des coefficients du DSE d’une fraction rationnelle par récurrence (linéaire)
P<Z) — +o00
Q(z) "=

En revanche, 'obtention du DSE de In(1 + z + 22) se fait en intégrant celui de

Principe : On considére F(z) = apz", avec |z| < R (module maximum des poles).

Alors P(z) = Q(2) 31 a,,2".

n=0
Par identification, on en déduit que (ay)nen vérifie une relation de récurrence d’ordre r = deg Q.

L+ _ +00

Ezemple : On considére F(z) = 17 9,2 = 2n=0 anz™.
Or (1 —z —22?) ( :i% anx”) = :i%(an — p—1 — 2a,_2)x", en posant a_1 = a_s = 0.

Donc (an)nen est la suite définie par ag =1, a9 —a; =1 et ¥n > 2, a, — ap—1 — 2a,—2 = 0.

L’équation caractéristique est 22 — z — 2 = 0, de racines 2 et —1.



Donc a, = a2™ + B(—1)", avec a+ =1 et 2a — 5 =0, d’oﬂaz%etﬁz%.

8) Formules de Cauchy

a) Fonction & variable compleze considérée comme fonction & deux variables réelles

Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R.

On dispose donc de la fonction f: D — C 2z +—— Zn 0 anz", ot D est le disque ouvert de rayon R.

b) Principe des zéros isolés

Prop : Si f admet une suite de zéros convergeant vers 0, alors tous les a, sont nuls.

Autrement dit, si f n’est pas identiquement nulle, f ne s’annule pas sur un voisinage de 0 privé de 0.

Preuve : Sinon, f s’écrit f(z) = 2Pg(z), avec g(0) # 0, et par continuité, g n’est pas nulle au voisinage de 0.

c) Lien avec les séries de Fourier

La restriction de f a un cercle de rayon r < R est la série de Fourier f (rew) = ;:o% anre™.

d) Formules de Cauchy

Prop : Soit f(z) = :L“o% anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

1 . .
Alors, pour tout n € N et pour tout r €]0, R[, |apr™ = o OQW f(rei?e=™? 49|,
T

En particulier, f est entiérement définie par sa restriction sur le cercle de centre O et de rayon 7.

Prewve : On a f(re?)e=™0 = 320 ajrkeik=m)0 et 1a série de fonctions (en #) converge normalement sur R. En

intégrant terme a terme sur [0, 27|, on obtient f027r f(re®®)e 0 df = 2ma,r™, car f027r b= 49 = 0 si k # n.
Conséquences :

- Si f est nulle sur un cercle, f est identiquement nulle.

-Si R =400 et si f(z) = O(|z|P) lorsque |z| tend vers +oo, alors Vn > p, a, = 0, donc f polynome de degré < p.

9) Applications des séries entiéres aux calculs de sommes (et au dénombrement)

a) Calculs de sommes

2—n
Ezemple : On considére les sommes U =Y "%n2™" et V=3 '° 0n22_" et W= :;3 —
n
_ oo n _ 1 _ 1 / 1 " / 1/2
Avec Vo €] — 1,1], f(z) =),y —1_$,0naU—§f 3 f + f — et W= f
1
Remarque : En particulier, on a Vo €] — 1,1[, f'(z) = 320 na" ! = A=
Ezemple : On a 310 (=1" = [ arctan(z) da.
=0 (2n+1)2n+2) 7O
_1)n
P : On a Vz € [0, 1], arct o8 n )
rewve : On a Vz € [0,1], arctan(z) = o fn(x), avec fr(z) (2n—|—1)$
Comme ) fol fn converge uniformément sur [0, 1], alors lim, ;- fol f(@) dt =31 01 fn(x) dx
—1)" —1)"
Or, fol fn(z) do = (=1) Donc 129 (=1) = fol arctan(z) dz.

2n+1)2n+2) O (2n+1)(2n+2)

Exemple : Soit p et r € N*. [ S, = S F%° (=" vautflid
pie - b - | Pp nzopn_i_r 01 ¢




-1H" "
On retrouve les cas classiques pour p=1let p=2: Z;ﬁ% (—I-)l In2 et En 0 2( —I-)l arctan 1.
n

r—1
En effet, en intégrant (par cv normale) la relation Y20 (—1)m¢m+r—1 =

T sur [0,z], o < 1, on obtient :

(_1)n$np+r fm e 1
pn+r 0 14

) ) -1 nxanrr
Or, la série entiere Y20 (D)
pn—+r

Vo €] —1,1[, S0 dt = F(x).

converge uniformément sur [0, 1], donc est continue en 1~

tr—l 1 tr—l
Donc S, = lim, 1 F(x) = limy—1 [ 1re dt =

Complément culturel : Une autre preuve consiste & passer par les sommes partielles Sy (t) = "1 Zn o(—=1)"t"P.
r—1 =1

En effet, on a Sy (t) = "1 Zgzo(—l)”t"p =1 + Ry (t), avec Ry(t) = (—1)Nmt(]\/+l)p.
tr—l
Pour prouver que limpy_, 4o fol Sn(t) dt = fo T dt il suffit de prouver que limpy_, 1 fO Ry (t) dt = 0.
Or, une majoration simple et directe donne : |Ry (¢ ] < fO (NP g = m — 0 lorsque N — 400.
1 1 1 1 (=) 1
Ezemple : S = D D —arctan(1
rempre 133 T 5x7 Toxal T T gm0,y g aretan(l) =

b) Dénombrement

Ezemple : On note D,, le nombre de dérangements de [1,n] (= permutations sans point fixe).

On montre (admis ici que ZZ:O (") Dy =n!

D 1 e
Pour z €] — 1, 1], on considére f(z) = > %9 ? z™. On obtient f(z)e® = 12 donc f(x) = . .
n! —x —x
—1)k
On en déduit que D, =n! Y}, ( k:') , et en particulier D, ~ e~ n! lorsque n — +oo0.
Exemple : On note a,, le nombre d’entiers (k,l) € N? tels que k + 2] = n.
1
Al +00 n _ +0c0 +oo k420 _ .
0TS 20 Ant™ =3 320 D 1o & 1—z)(1 - 22)
On obtient a, en utilisant le DSE via une décomposition en éléments simples.
Ezemple : On note b,, le nombre de p-uplets (ki, ..., k,) € NP tels que k1 + ko + ... + kp = n.
1 plp+1)..(p+n—1) -
+o00 _ N _ _ (n+p—1
Alors ano bnxn = m, d’ou bn = ol = (npfl )
Exemple : ;ro% - Zn 0 k+00 n(k+1) _ Z+°° dpx™, ol dy, est le nombre de diviseurs de n.
10) Séries entiéres et équations différentielles
IMPORTANT : Une fonction f définie sur | — R, R, ott R > 0, par une série entiere f(x) = >/ a,z™ est nulle ssi
tous les a, sont nuls. Par linéarité, deux fonctions définies par des séries entiéres coincident sur | — R, R ssi les

séries entiéres ont les mémes coefficients.
IMPORTANT : On notera que les raisonnements suivants se font par analyse et synthése.

a) Méthode de I’équation différentielle pour déterminer des développements en série entiére

Pour déterminer le DSE (ou le développement limité) d’une fonction, il est souvent judicieux de caractériser cette
fonction par une équation différentielle. On cherche alors la solution de cette équation sous forme d’une série

entiére en procédant par identification.

Ezemple : Soit @ € R. On consideére (F) : (1 + z)y'(z) = ay(x).



+ a—"n

La série enticre y(z) = Y 70 apa™ vérifie (E) ssi Vn € N, (n + 1)ap41 + na, = aa,, c’est-a-dire a1 = 1 Q-
n
—1)...(ax— 1
On obtient donc a,, = (e ) ('oz nt )ao.
n!
Le rayon de convergence de :;i% apx™ vaut 1 (par le critére de d’Alembert).
—1)...(ax— 1
On vérifie que z — (1 + )% et z — > 129 ala—1) ('Ot nt )x” sont solutions de (E) sur | — 1,1].
n!
De plus, elles valent 1 en = 0.
Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, les deux fonctions sont égales sur | — 1, 1].
Exemple : Le DSE de f(x) = (arcsinx)? s’obtient directement & partir d’une équation différentielle.
En effet, on a (1 — 22)f'(2)? = 4f(x), d’ol en dérivant, on obtient (1 — 22)f"(x) — zf'(z) =
En procédant par identification, on montre que I'équation différentielle (1 — 22)y"(z) — x/(z) = 2 admet une

solution développable en série entiére g, de rayon de convergence vaut 1 et vérifiant g(0) = ¢’(0) = 0.

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que Vz €] — 1,1[, f(z) = g(z).

Ezemple : La fonction tan est la solution de I’équation différentielle i/ = 1 + y? vérifiant y(0) = 0.

La série entiére y(z) = >..%0 a,a™ vérifie (E) ssi

* 1 z
apg=0, a1=1letVneN ,an+1:m2akan_k

La suite (an)nen ainsi définie vérifie notamment 0 < a,, < 1., donc le rayon R de la série entiére vérifie R > 1.

On en déduit que tan est DSE sur | — 1,1[. Remarque : En fait, tan est DSE sur | — 7, Z[, cf 9).

b) Recherche des solutions développables en série entiére d’une équation différentielle

Remarque : | Si y(z) = Y120 apa™, alors ¢/ (z) = 320 (n + Vag112™ et xy/(z) = 329 naya™

Ezemple : On considére (E) : (4 + 22)y" (z) + 3zy/(x) + y(z) = 0.

On cherche une solution y sur un intervalle | — R, R[, avec R > 0, de la forme y(z) = >t a,2".
(E) s'écrit : 320 4(n + 1)(n + 2)ant22™ + (n — D)naya™ + 3na,a™ + apz™ = 0,
1 1
ce qui équivaut (par le cours) a Vn € N, 4(n + 1)(n + 2)an12 + (n + 1)%a, = 0, c’est-a-dire a0 = _Zn 1 5 an
n
—1)™ 7 (2k—1 )™
On pose donc Vm € N, a9, = ( 472 11 < % ) et agm41 = 1:[ <2k+ 1>
On considere les fonctions définies par les séries entidres f(x) = 3.t agnaz®™ et g(x) = 3.0 agmi1 2?1
1

Le rayon de convergence de f et g est R =2, car R™2 = lim,;, 400 Dom+2 _ limpy,— 400 Q2mil _ 2

Q2m oaom—1 4

Ainsi, f et g sont des solutions (linéairement indépendantes) de (E) sur | — 2,2[.

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, elles forment une base du sev des solutions sur | —2, 2[, lesquelles se prolongent

en des solutions de classe C*° sur R (mais ne sont pas DSE sur R).

c) Séries génératrices associées a des suites définies par des relations de récurrence

Ezxemple : Considérons la suite (a,)nen définie par ag = 1 et (n+ 1)ap+1 = an + 1.

Alors F(z) = %0 ana™ est bien définie sur | — 1, 1[ et vérifie F'(z) = F(z) + 12-. On peut ensuite expliciter F.

Ezxemple : Considérons la suite de Fibonacci (ay,)nen définie par ag = a1 =1 et apt2 = any1 + ap.



Comme a,, < 2", alors F(x) = :i% anx™ est bien définie au voisinage de 0.

On a > %0 apgor™? = 2320 appia™tt + 22310 apat, dot (F(z) — 1 — ) = 2(F(z) — 1) + 22F(2).

1 1 A M N 1 n+1
OnenconclutF(a:):1_x_x2:A_M<1_)\x—1_ux>,douan:)\_u)\ B



