Séries de fonctions

1) Convergence uniforme et convergence normale d’une série de fonctions

Pour f: 1 — R, on considere || f||,, = sup; |f| la norme de la convergence uniforme.

a) Convergence simple

Définition : Soient des fonctions f,, : I — R (ou C).
On dit que la série Y f,, converge simplement ssi pour tout x € I, la série > f,(x) converge.

On note S = 3" f,, la fonction définie sur I par Vo € I, S(z) = 320 fu ().

Les sommes partielles sont les fonctions S, définies par Sy (x) = >, _, fi(2). Lorsque la série de fonctions converge,

c’est-a-dire la suite de fonctions (S, )nen converge, on définit la fonction reste R, par Ry (z) = 3.4 f

b) Convergence uniforme

On pose S, = Y p_, f&- Supposons que Y f, converge simplement vers S. Posons R, = S — S, = ZZS; 41 e

Def : On dit que Y f,, converge uniformément sur I ssi la suite (S, )nen converge uniformément sur I.

Ainsi, ) f, converge uniformément sur I ssi lim,— o ||S — Sy, = 0, c’est-a-dire lim, 4 || Rnl/,, = 0.
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Ezemple : Gta) | Sn

converge uniformément sur [0, +-oc[, car ¥z € [0, +oo, [> 420 1

c) Convergence normale

Def : On dit que ) f,, converge normalement sur I ssi ) || ful|, converge

) ) sin(nfé
Ezxemple : La série de fonctions ), -4 %
=t n

sm(nG)

converge normalement sur R.

En effet, avec f,(0) =

1
on a En>1 an|| =5 n>1 5 €t la série converge.
='n

Prop : Si Y f, converge normalement, il existe S(z) = 320 f,.(x) et 3 f,, cv uniformément vers S

Preuve : Pour tout = € I, la série 3_ f,,(x) cv absolument, car |f,(z)| < || fall..- On pose S(x) = 3% fu(z).

On a alors ||S — Sy = [|Rall <SS | f&ll _, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +ooc.

IMPORTANT : (Sp)nen peut converger uniformément sans que » | f,, converge normalement.
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Par exemple, avec f, : [0, +00[— R z+— o ona [Rall, < —» mais Yot Mfalle = 200>t = +oo.

IMPORTANT : Il arrive souvent que » | f,, converge normalement sur tout segment de I, mais sans que » _ f,, converge
normalement sur I (de méme qu’une fonction continue est bornée sur tout segment, mais pas nécessairement bornée

sur son ensemble de définition).

2) Continuité et intégrale de la somme d’une série de fonctions convergeant uniformément

a) Théoréme de la double limite (admis)




Soient f, : I — R et a adhérent a I (le théoréme est souvent utilisé dans le cas ol a = +00 ou —o0).

’On suppose que Y f, converge uniformément (ou normalement) vers S et que Vn € N, lim,_,, fn(z) = A, ‘

Alors >~ A, converge et lim,_,, S(z) = Z:{i% An | Autrement dit, on a lim,_., ( Zi% fn(x)) = (Z;ﬁ% limg_.q fn(a:)) .

Remarque pour le cas de la convergence normale : Supposons que || fn|| converge.

Alors Y |Ay| converge nécessairement. En effet, par passage a la limite, |\,| = limy—q | frn(2)] < || f0]] -

1
Ezemple : Avec f,(z) = %, alors S = Y% f, est définie sur |0, +00], et lim,—, 4 S(z) = 31
n+ n’x n

2

En effet, > || full, < 3242 1/n2, donc la convergence est normale. D’autre part, ¥n € N*, lim, o0 fo(2) =

1/n2.

b) Continuité d’une somme uniformément convergente de fonctions continues

Prop : Soit Y f,, une série de fonctions continues convergeant uniformément sur I vers une fonction S.

Alors S est continue est continue sur I.
Remarque : La continuité est une notion locale. D’ou la variante suivante, trés utile en pratique :

Prop : Soit ) f, une série de fonctions continues convergeant simplement sur un intervalle I vers une fonction S.
On suppose de plus que Y f,, converge normalement sur tout segment inclus dans 1.

Alors S est continue sur I.

Ainsi, la somme d’une série de fonctions continues uniformément convergente sur tout segment est continue |.

Preuve : 11 s’agit d’une application directe de théoréme de la double limite (avec ici a € I).

Remarque : La suite (Sy,)nen converge uniformément sur tout segment, donc la limite S est continue.

_ oo b

Ezxemple : Considérons la fonction zéta de Riemann définie par {(z) = > % — définie pour z > 1.
n

Alors ( est continue sur son ensemble de définition |1, +o0].
En effet, posons, pour x > 1 et n € N*, f,,(x) = n~*. Les fonctions f, sont continues sur |1, +o0].
De plus, la convergence de la série de fonctions ) f,, est normale sur tout intervalle [a, +o00[, ou a > 1.

En effet, > sup, 4 oo [fn] = n7¢ et la série ) n~? est convergente.

On en déduit que ¢ est continue (sur tout intervalle |a, +o0[, donc sur |1, 4+00[).

c) Intégrale d’une somme de série de fonctions continues convergeant uniformément sur un segment

Prop : Soit ) f, une série de fonctions convergeant uniformément vers S sur un segment [a, b].

Alors f est continue et f; f@t) dt = :z% ff fn(t) dt|. Remarque : Faux sur un intervalle quelconque.

Preuve : 11 ’agit de prouver que lim, 400 Y g f; fr(t) dt = ff f(t)dt. Ona Yy 4 f: fr(t) dt = f; Sn(t) dt.
Et ‘fa” S(t) dt — [7Sa(t) dt‘ = ‘f(f(s — 5,)(t) dt‘ < [Y|Ra(t)] dt < (b— a)supy [ Rn| — 0.



Exemple : Soit une série complexe Z;:% cn, absolument convergente, c’est-a-dire vérifiant Z:{i% |len| < 4o0.

Alors la fonction S : 0 — 3" ¢, est continue sur R et on a fozw S(0) df = 2may.

En effet, avec f,(0) = c,e™?, la série de fonctions > f,, converge normalement sur [0, 27] sur R.

Donc S est continue, et comme la convergence est normale (sur [0, 27]), on a
2T oo o ) 2w
/ S(6) do = Z/ cne™® df = 2mcq, car VYn € N*, / e dh =0
0 n=0"0 0

3) Séries de fonctions de classe C! et C*

a) Dérivée d’'une série de fonctions

Théoréme : Soient des fonctions f, : I — R de classe C', pour n € N.

la série de fonctions »_ f,, converge simplement sur I vers une fonction S : I — R.

On suppose
la série des fonctions dérivées Y f/, converge uniformément sur [

Alors S est de classe C1, et §' = :;2% f1 | De plus, > f, converge uniformément sur tout segment de I.

Preuve : On choisit a € I. Pour z € I, on a fy(x) — fu(a) = [ f1(t)dt,

D’ou, par 2) b), en sommant, on a : S(z) — S(a) = [ D(t) dt, ou D = toe

n=0Jn"

Important : ‘Il suffit que la convergence uniforme soit vraie sur tout segment de [ ‘

zn
Ezemple : Pour z € C, f :t+— exp(tz) = 312 — 1" vérifie 1) =3 CR]
n! n—1)!

b) Extension au cas des fonctions de classe C*

Corollaire : Soient des fonctions f,, : I — R de classe C*°, pour n € N.

On suppose que pour tout p € N*, la série ) f,(Lp ) converge simplement, et que la convergence est uniforme pour p

assez grand. Alors S =) f, est de classe C™, et pour tout p € N*, on a S@) = > fT(Lp).

4) Exemples

a) FEzemple de série ou les séries des dérivées convergent normalement sur tout segment de I

1
Ezxemple : | Considérons la fonction zéta de Riemann définie par {(z) = :2 — définie pour z > 1|
n
—Inn)?P
La fonction f, est de classe C*°, et pour tout p € N f,(f) (z) = %
n

Pour [a,b] C]1, +o0], la série ), -, (—Inn)Pn~* converge, donc la série >, -, f, converge normalement sur [a, b].

lnn)?
Donc ¢ est C* sur ]1,4o00[, et que Vp € N, ¢@) (x) = (=1)P :g @ . Ainsi, ¢ est décroissante et convexe.
n

b) Ezxemple d’étude d’une fonction définie par une série

1
Pour z > 0, on pose S(z) = > e
n+n?x

S est continue sur |0, +-o00[ et décroissante :



La série de fonctions continues décroissantes converge normalement sur tout intervalle [a, +o00], avec a > 0.

2
La limite de S en 400 vaut 0 (par interversion des limites). En fait, on a S(z) ~ g— lorsque z tend vers 4o00.
x

En effet, on applique le th de la double limite en +oo 4 la série de fonctions Z normalement convergente.

n=1 n+n2

dt 1 too  di

< S <
e GRS et

Par ailleurs, on a S(z) ~ —Inz lorsque x tend vers 0 : On utilise f1+°°

c) Ezemple de fonction définie sur R\ N

1 1
On considére Yz > 0, S(z) = 1% (n—m N n) =¥ ﬁ

La convergence est normale sur tout segment de [a, b] inclus dans R™ \ N,

<m0 (),

x

En effet, pour tout n > max(1,b), on a Vz € [a,b],

n(n — x)

—+00

Donc )~ converge normalement sur [a,b]. On en conclut que S est continue sur R* \ N.

n(n —x)

+oo

n>p converge normalement sur [0,p + 1.

Variante conseillée : La série tronquée x —— ﬁ
nn—x

Or, S(z) = Sp(z) + :{;’) ﬁ Donc S est continue sur [0, p + 1[\N. Mais p est arbitraire.

d) Exemple de fonction définie par la somme d’une série alternée

(="

x+n

Ezemple : On considére Vo > 0, S(z) = 312 fu.(2), ot fo(x) =

(=n"

En effet, pour tout = > 0, la série ) e

vérifie le critére spécial des séries alternées.

Pour tout segment [a, b] inclus dans ]0, +00[, on a supj, ) [ fnl = m%n, donc }supy, y | fn| diverge.

Ainsi, la série ) f,, ne converge pas normalement sur le segment [a, b].

En revanche, la suite des sommes partielles convergence uniformément.

En effet, posons Sy,(z) =Y 7 fu(x) et R, = Z;;OZH Jr(x).
1

— = < <
On a |8(2) = Su(@)] = [Ru(@)] € ——— <€ —

, donc sup,~q |S(z) — Sp(z)] — 0 lorsque n tend vers +oo.

La continuité des S,, et la convergence uniforme de (S,)nen vers S assurent la continuité de S.

Complément culturel : Mais on pourrait aussi utiliser le th de continuité sur les séries en se ramenant & une série

normalement convergente et a termes positifs, obtenue en regroupant les termes par deux.

En effet, on a S(z) = >, (ﬁ - ﬁ) > 20 gk(), ot Vo > 0, gi(z) = Wu}cﬁkﬂ)

e) Exemple de fonction définie par la somme d’une série indexée sur Z.

Remarque : Par définition, ), a, converge ssi les séries ) . a—p et Y - a, convergent.
1

Soit f : R — R une fonction continue vérifiant f(z) = O (2> lorsque |z| tend vers +oc.
x

Alors S(z) = >, c7 f(x +n) est définie pour tout = € R, et S est continue et 1-périodique.

k:
- En effet, il existe k£ > 0 tel que Vo € R, |f(z)] < —, car © — 22 f(z) est continue et bornée en +o0o et —oo



Donc la convergence est normale sur tout segment [—r, 7] de R.

k k
En effet, pour |n| > r, on aVz € [—r,r, |f(x +n)| < e Et > en =2 converge.

(Inl =) n| —7)?
Donc la série de fonctions z —— f(z + n) converge normalement sur tout [—r,r|. Donc S est continue.

- On a d’autre part, S(x+1) => ., f(x+1+n) =3 ., f(x+m) = 5(z), donc S est 1-périodique.

5) Obtention d’équivalents de fonctions définies par des séries en comparant avec des intégrales

1
a) Ezemple : On considére la fonction zéta de Riemann ¢(x) = 3> —, définie pour tout z > 1.
nl’

Soit x > 1. L’application ¢ — ¢~% est décroissante sur |0, +o0o[. Donc 1 + f;roo 7 dt < ((z) < 1+°° =" dt.

1 1 1
Ainsi, 1 + —— < {(z) < ——, d’ou on déduit ((z) ~ lorsque z tend vers 17.
rz—1 z—1 x—1

1
b) Ezemple : On considére S(z) = 3" PERE définie pour tout z € R. Alors S(z) ~40 %
e i e i L w
Pour z >0, on a f; o <S(x) < [, PN On en déduit S(x) ~ % lorsque z tend vers +oo.
. ide _ oo (_1)n Af
c) Exemple : On considere S(z) = > "% e définie pour z > 0.
rz+n
1
Ona S(z) =Y/ :
naS@) = i G @ s 2k 1)
dt 1 dt
Dlou [ <S(z) < —— 4 [t .
ou Jo rern ey S WS oanth e

Op. [+ dt oo 1 1 g — [ x4 2t +oo L (z+1
r = — = |-In| ——— =—In .
O (w42t (x+2t+1) O r+2t x+2t+1 2 r+2t+1) ], 2 x

1
On en déduit que S(x) ~ o lorsque x tend vers +o0.
x

6) Exemples de séries de fonctions solutions d’équations fonctionnelles

Ezxemple : Soit g : R — R une fonction continue et bornée.

2n 1
Alors f(z) =>212% g(2na:) est 'unique fonction continue et bornée vérifiant f(x) — B f(2x) = g(x).

En effet, d’une part on vérifie (par convergence normale) que f convient, et d’autre part la différence ¢ entre deux
1

solutions vérifie par linéarité §(x) = 56(2x), donc ¢ n’est bornée que si elle est identiquement nulle, d’ou I'unicité.

Ezemple : Soit un réel 0 < a < 1.

La fonction f(x) = [[,/25(1 —a™x) est I'unique fonction continue sur [0, 1] vérifiant f(z) = (1—x)f(az) et f(0) = 1.
En effet, on a In f(z) = >./%0 In(1 — a™x).

Or, pour tout n € N, sup,cpq][In(1 — a"z)[ < In(1 —a™) < a". Et la série ) a™ converge.

Donc In f est continue comme somme d’une série normalement convergente de fonctions continues.

D’autre part f(0) = 1 et f(ax) = [[[25(1 — a**12) = [[}5(1 — a*=), donc f(z) = (1 — x)f(ax).
Réciproquement, soit g une fonction continue vérifiant g(z) = (1 — z)g(ax).

Alors g(z) = g(a™x) [[}Zs(1 — aFx), et par continuité, lim,,_, o g(ax) = g(0), donc g(z) = [[}25(1 — a¥z).



