
Chaînes de Markov homogène sur un ensemble �ni

1) Dé�nitions

Def : Soit E = f1; 2; ; :::; Ng et (Xn)n2N une suite de variables aléatoires à valeurs dans E.

Une chaîne de Markov homogène sur E est une suite (Xn)n2N de variables aléatoires Xk : 
! E véri�ant:

(i) Propriété d�indépendance au passé : 8n 2 N, 8(i0; i1; :::; ik; j) 2 En+2,

P (Xn+1 = i j X0 = j0; X1 = j1; :::; Xn = jn) = P (Xn+1 = i j Xn = jn)

Autrement dit, la valeur de Xn+1 relativement aux valeurs de (X0; X1; :::; Xn) ne dépend que de celle de Xn:

(ii) Propriété d�homogénéité dans le temps : Il existe (aij)(i;j)2E2 telle que 8n 2 N;

8(i; j) 2 E2; P (Xn+1 = i j Xn = j) = aij

2) Loi de Xn

a) Matrice des transitions : A = (aij)1�i�N;1�xN 2MN (R):

On a 8j,
PN
i=1 aij =

PN
i=1 PXn=j(Xn+1 = i) = 1: Ainsi, les sommes par colonne valent 1.

La matrice B = AT est stochastique : Les bij sont positifs, et les sommes
PN
j=1 bij par ligne valent 1.

Propriété des matrices stochastiques :

1 est valeur propre, et toutes les valeurs propres complexes sont de module � 1:

De plus, si les coe¢ cients diagonaux sont > 0, alors 1 est l�unique valeur propre de module 1.

Preuve : Le vecteur (1; 1; :::; 1) 2 E1:

Pour tout valeur propre � de B, on montre qu�il existe i tel que j�� biij �
P
j 6=i bij .

Donc j�j �
PN
j=1 bij = 1, avec comme seul cas d�égalité � = 1 lorsque bii > 0:

Remarque : On peut montrer aussi que si tous les coe¢ cients bij sont > 0, 1 est racine simple de �B.

Important : Comme A et B ont mêmes polynôme caractéristique, les propriétés s�appliquent aussi à A.

b) On considère la loi de Xn, représentée par le vecteur Zn = (P (Xn = i))1�i�N 2 RN .

Par la propriété (ii) et la formule des probabilités totales, on a Zn+1 = AZn, donc Zn = AnZ0:

En e¤et, P (Xn+1 = i) =
PN
j=1 P (Xn+1 = i j Xn = j)P (Xn = j) =

PN
j=1 aijP (Xn = j):

c) Propriétés de Z1 = limn!+1 Zn (si cette limite existe).

On suppose ici que Z1 = limn!+1 Zn existe. C�est notamment le cas lorsque (An)n2N converge.

Prop : La loi limite est invariante par A : Le vecteur Z1 2 Ker(A� IN ), c�est-à-dire AZ1 = Z1 :



Remarque : L�ensemble des lois � = f(z1; :::; zN ) 2 RN j 8k, zk � 0 et z1 + z2 + :::+ zN = 1g est une partie fermée

de RN et est stable par A:

Preuve de la prop : On a Z1 = AZ1 par passage à la limite de Zn+1 = AZn:

D�autre part, Z1 est limite des lois Zn 2 �, donc est une loi (car � est une partie fermée).

(F) Prop : Pour toute matrice ligne véri�ant LA = L, on a LZ1 = LZ0:

Remarque : LA = L ssi L 2 Ker(AT � IN ):

Preuve de la prop : Lorsque LA = L, alors LZn+1 = LZn, d�où LZ1 = LZ0 par passage à la limite.

d) Condition su¢ sante d�existence d�une loi limite

Supposons que 1 est l�unique valeur propre de A de module 1:

Supposons aussi que A soit diagonalisable, de vecteurs propres Y1; :::; YN .

Considérons Z0 =
PN
j=1 �jYj la décomposition de Z0 dans la base de vecteurs propres (Y1; :::; YN ):

Alors Zn = AnZ0 =
PN
j=1 �j�

n
j Yj , et �

n
j ! 0 ou bien vaut 1 (selon que j�j j < 1 ou �j = 1).

Ainsi, limn!+1 Zn existe (c�est d�ailleurs le projeté de Z0 sur E1 parallèlement à ��6=1E�).

Remarque : En termes matriciels, avec A = PDP�1, limn!+1An = PJrP�1 matrice de projection.

3) Exemples

a) Transmission d�un bit informatique

On étudie la transmission d�un bit informatique 0-1 en supposant qu�à chaque étape, le bit est modi�é de 0 en 1 avec

la probabilité p, et modi�é de 1 en 0 avec la probabilité q:

L�ensemble des états est donc ici E = f0; 1g, et la matrice de transition est A =
�
1� p q
p 1� q

�
:

Supposons 0 < p+ q < 2: On a E1 = Ker(A� I2) = R
�
q
p

�
et Ker(AT � I2) = R

�
1
1

�
:

De plus, A est diagonalisable à Diag(1; �), avec � = 1� (p+ q) 2]� 1; 1[:

Donc (An)n2N converge et Z1 existe De plus, Z1 = (�; �) 2 E1 et véri�e �+ � = 1: D�où Z1 =
1

p+ q

�
q
p

�
:

Remarque : De façon générale, si E1 est une droite vectorielle et si Z1 existe, alors Z1 est l�unique loi invariante

par A, c�est-à-dire l�unique vecteur de E1 sont la somme des coe¢ cients vaut 1.

b) Problème de la ruine d�un joueur

Soit c 2 N�. Un joueur disposant initialement de a jetons, véri�ant 0 < a < N , joue un jeton à chaque étape, avec

une probabilité p de le perdre et q = 1� p de gagner un nouveau jeton. On suppose p 6= q, et 0 < p < 1:

La partie s�arrête soit lors de la ruine du joueur (0 jeton) soit lors de l�obtention de N jetons.

On note Xn la variable aléatoire représentant le nombre de jetons à la n-ième étape.



Ainsi, (Xn)n2N est une chaîne de Markov homogène sur E = f0; 1; :::; Ng dont la matrice des transitions est

A =

0BBBBBBB@

1 p 0 : : : 0

0 0 p 0
...

0 q
. . . p 0

... 0 q 0 0
0 : : : 0 q 1

1CCCCCCCA
On a E1 = Ker(A� I) = Vect(e0; eN ) où e0 = (1; 0; :::; 0; 0) et eN = (0; 0; :::; 0; 1):

On peut montrer que (An)n2N converge (résulte en fait de 0 < p < 1), donc qu�il existe Z1 = limn!+1 Zn:

On a alors Z1 2 E1 = Vect(e0; eN ), c�est-à-dire Z1 = (�; 0; 0; ::::; 0; 0; �):

D�autre part, on a : Ker(AT � I) = Vect(
;W ), où 
 = (1; ::::; 1) et W = (1; � ; �2:::; �N ), où � = p
q :

On a ainsi 
Z1 = 
Z0 et WZ1 =WZ0, donc �+ � = 1 et �+ ��N = �a, car Z0 = Ea vecteur canonique.

4) Loi conditionnelle de Xn (F)

Jusqu�ici, on a seulement utilisé (ii).

La propriété suivante qui utilise aussi (i) n�est pas nécessairement vraie si on suppose seulement (ii).

Prop : Notons a(n)ij les coe¢ cients de An. Alors P (Xn = i j X0 = j) = a(n)ij :

Lemme : Si (Bk)k système complet, alors P (A j C) =
P
k P (A j Bk \ C) P (Bk j C) :

dem (lemme) :Il su¢ t en e¤et d�appliquer la formule des probabilités totales à PC .

dem (prop) : On procède par récurrence sur n 2 N :

On a par le lemme P (Xn+1 = i j X0 = j) =
P
k2E P (Xn+1 = i j Xn = k;X0 = j)P (Xn = k j X0 = j):

Or, P (Xn+1 = i j Xn = k;X0 = j) = P (Xn+1 = i j Xn = k) = aik et P (Xn = k;X0 = j) = a(n)kj par hyp de rec.


