’Chaines de Markov homogéne sur un ensemble fini

1) Définitions

Def : Soit E ={1,2,,..., N} et (X,,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans F.

Une chaine de Markov homogene sur F est une suite (X, ),en de variables aléatoires X, : Q — FE vérifiant:

(i) Propriété d’indépendance au passé : ¥n € N, Y(ig, i1, ..., 1%, j) € E"2,

P(XnJrl =1 | Xo = j07X1 = J1, 7Xn = ]n) = P(XnJrl =1 | Xp = ]n)
Autrement dit, la valeur de X,,41 relativement aux valeurs de (Xo, X1, ..., X;,) ne dépend que de celle de X,.

(ii) Propriété d’homogénéité dans le temps : 1l existe (a;;)(; jyep2 telle que Vn € N,

V(i,j) € B2, P(Xnt1=1]| X, =73) = a;

2) Loi de X,

a) Matrice des transitions : A = (a;j)1<i<ni1<s8 € My (R).
On a Vj, Zf\il a;j = Zfil Px,—j(Xn+1 = 1) = 1. Ainsi, les sommes par colonne valent 1.

La matrice B = A7 est stochastique : Les b;; sont positifs, et les sommes Zjvzl b;j par ligne valent 1.

Propriété des matrices stochastiques :

1 est valeur propre, et toutes les valeurs propres complexes sont de module < 1.

De plus, si les coefficients diagonaux sont > 0, alors 1 est I'unique valeur propre de module 1.
Preuve : Le vecteur (1,1,...,1) € Ey.

Pour tout valeur propre A de B, on montre qu’il existe i tel que |A — b;| < Zj# bij.

Donc [A| < Z;VZI b;j = 1, avec comme seul cas d’égalité A\ = 1 lorsque b;; > 0.

Remarque : On peut montrer aussi que si tous les coefficients b;; sont > 0, 1 est racine simple de xp.

Important : Comme A et B ont mémes polynoéme caractéristique, les propriétés s’appliquent aussi a A.

b) On considére la loi de X,,, représentée par le vecteur | Z, = (P(X,, =1))i<i<ny € RN |

Par la propriété (ii) et la formule des probabilités totales, on a Z, 1 = AZ,, donc Z,, = A" Zj.

En effet, | P(Xn1 =) = Y. P(Xp1 =i | X = j)P(Xp = j) = 210, aij P(X,, = j).

c) Propriétés de Zo, = lim,—, 1o Z, (si cette limite existe).

On suppose ici que Zy, = limy,—, 1o Z,, existe. C’est notamment le cas lorsque (A™),cn converge.

Prop : La loi limite est invariante par A : Le vecteur Zo, € Ker(A — Iy), c’est-a-dire .



Remarque : L’ensemble des lois A = {(z1,...,z5) € RV | Vk, 2z > 0 et 21 + 23 + ... + zy = 1} est une partie fermée

de RY et est stable par A.

Preuve de la prop : On a Z,, = AZ, par passage a la limite de Z,, 11 = AZ,.

D’autre part, Z est limite des lois Z,, € A, donc est une loi (car A est une partie fermée).
(%) Prop : Pour toute matrice ligne vérifiant LA = L, on a LZy = LZj.
Remarque : LA = L ssi L € Ker(AT — Iy).

Preuve de la prop : Lorsque LA = L, alors LZ,11 = LZ,, d’'ou LZ,, = LZjy par passage a la limite.

d) Condition suffisante d’existence d’une loi limite

Supposons que 1 est I'unique valeur propre de A de module 1.

Supposons aussi que A soit diagonalisable, de vecteurs propres Y1, ..., Yn.

Considérons Zy = Zﬁvzl a;Y; la décomposition de Zy dans la base de vecteurs propres (Y7, ..., Yn).
Alors Z,, = A"Zy = Zjvzl a;jA}Yj, et A} — 0 ou bien vaut 1 (selon que [A;| <1 ou \; = 1).

Ainsi, lim,— o Z, existe (c’est d’ailleurs le projeté de Zg sur E parallelement a ©y41E)).

Remarque : En termes matriciels, avec A = PDP~!, lim,,_, ;o A" = P.J,P~! matrice de projection.

3) Exemples

a) Transmission d’un bit informatique

On étudie la transmission d’un bit informatique 0-1 en supposant qu’a chaque étape, le bit est modifié de 0 en 1 avec

la probabilité p, et modifié de 1 en 0 avec la probabilité g.

1—
L’ensemble des états est donc ici F = {0, 1}, et la matrice de transition est A = ( » b 1 z ” ) .

Supposons 0 < p+ ¢ < 2. OnaElzKer(A—Ig):R<g>etKer(AT—Ig):R< i )

De plus, A est diagonalisable a Diag(1,\), avec A =1— (p+¢q) €] — 1,1].
1
Donc (A™),en converge et Zo, existe De plus, Zo = (o, ) € Ey et vérifie a + = 1. D'ou Zo = i a ( g > .
pTq
Remarque : De facon générale, si E; est une droite vectorielle et si Z, existe, alors Z,, est I'unique loi invariante

par A, c’est-a-dire 'unique vecteur de F7 sont la somme des coefficients vaut 1.

b) Probléme de la ruine d’un joueur

Soit ¢ € N*. Un joueur disposant initialement de a jetons, vérifiant 0 < a < IV, joue un jeton a chaque étape, avec

une probabilité p de le perdre et ¢ = 1 — p de gagner un nouveau jeton. On suppose p # ¢, et 0 < p < 1.
La partie s’arréte soit lors de la ruine du joueur (0 jeton) soit lors de 'obtention de N jetons.

On note X, la variable aléatoire représentant le nombre de jetons a la n-iéme étape.



Ainsi, (X,,)nen est une chaine de Markov homogeéne sur E = {0, 1, ..., N} dont la matrice des transitions est

1 p 0 ... 0
0o 0 p 0 :
A=10 ¢ - p 0
: 0 g 0 O
0 ... 0 ¢ 1

On a Ey = Ker(A — I) = Vect(ep, en) ot eg = (1,0,...,0,0) et ey = (0,0, ...,0,1).
On peut montrer que (A™),en converge (résulte en fait de 0 < p < 1), donc qu’il existe Zoo = limy,— 400 Z.

On a alors Z, € E1 = Vect(eg, en), c’est-a-dire Zo, = («, 0,0, ....,0,0, 3).

D’autre part, on a : Ker(AT —I) = Vect(Q, W), ou Q = (1,....,1) et W = (1,7,7%...,7V), o 7 = %.

On a ainsi Q2. = QZg et WZoo = W2y, donc a+ =1 et o+ 7Y = 1%, car Zy = E, vecteur canonique.

4) Loi conditionnelle de X,, (%)

Jusqu'ici, on a seulement utilisé (ii).

La propriété suivante qui utilise aussi (i) n’est pas nécessairement vraie si on suppose seulement (ii).

Prop : Notons al(-?) les coefficients de A™. Alors | P(X,, =i | Xo=7) = agb) .

Lemme : Si (By)i, systéme complet, alors | P(A | C) =), P(A| ByNC) P(B, | C)|

dem (lemme) 11 suffit en effet d’appliquer la formule des probabilités totales a Pc.
dem (prop) : On proceéde par récurrence sur n € N :
On a par le lemme P(Xn+1 =1 ’ XU :j) = ZkeEP(Xn-H =1 | Xn = ,IC,XO :j)P(Xn =k | Xo :j)

Or, P(Xps1 =i | Xn =k, Xo =) = P(Xos1 =i | X, = k) = ag et P(X,, = k, Xo = j) = a) par hyp de rec.



