Espaces probabilisés

1) Tribus et événements

a) Tribus

Def : Une tribu sur un ensemble Q) est une partie A de P(2) telle que

(i)Qe A

(ii) A est stable par passage au complémentaire : si A € A, alors A = Q\ A appartient a A.

(iii) A est stable par o-réunion, c’est-a-dire par union finie ou dénombrable :

si (An)nen est une suite d’éléments de A, alors |J;7°9 A, appartient a A.

Important : Par (i), il en est donc de méme de ()15 A,,.

Terminologie : Les éléments de A sont appelés événements et (2 est 'univers (rarement explicité en pratique).
Def : Deux évenements sont incompatibles ssi P(AN B) = 0.

Ezemples : L’ensemble P(§2) des parties de €2 est une tribu.

Par exemple, si €2 = N, I’ensemble des parties de N est une tribu sur 2.

b) Tribu associée a une partition (finie ou) dénombrable, systéme complet

Soit (By),c; une partition finie ou dénombrable de €2, c’est-a-dire que les B,, sont non vides, deux a deux disjoints
et leur union est €2, et I est une partie finie ou dénombrable.

Alors la plus petite tribu contenant les B,, est ’ensemble A des parties A de €2 de la forme

A= U B;, ou J est une partie de [
e

On dit que la tribu A est engendré par les By, appelés atomes de A.

Ezemple : Si Q est fini ou dénombrable, P(€2) est la tribu engendré par les singletons {a}, ou a décrit €.

Terminologie : Un systéme complet (By),, . sur un espace probabilisable (€2, A) est une famille finie ou dénombrable

d’événements deux & deux incompatibles dont la réunion est € (cf notion de partition).

2) Probabilités

a) Définition
Def : Une loi de probabilité (ou probabilité) sur (2, A) est une application P : A — [0, 1] telle que
(i) P() =1

(ii) Propriété d’additivité : Pour toute suite (A, )nen d’événements deux a deux incompatibles, on a
+o0o +oo
P (U An> =) P(A)
n=0 n=0
Terminologie : On dit que (£2,.A, P) est un espace probabilisé.

Remarques :

- La propriété est naturellement vraie pour toute famille finie (Ay)1<n<n-

- P(A) =1— P(A), ou A désigne le complémentaire de A.

-Si A C B, alors P(A) < P(B), et P(B~\ A) = P(B) — P(A).

-P(AUuB)=P(A)+ P(B) — P(ANB), car AU B est union disjointe de A et de B\ (AN B).



Propriétés :

- Continuité croissante :

Si (An)nen est une suite d’événements croissante (pour 'inclusion), alors P (U+3% Ay) = lim, sy 0o P(AR).
Preuve : On pose By, = A, \ A1, et on a P (U320 4s) = P (U5 Bn) = 31520 P(By) = limy, 400 P(Ap).
- Continuité décroissante

Si (Ap)nen est une suite d’événements décroissante (pour U'inclusion), alors P ( ;:% An) = lim, 100 P(Ay).
Remarque : En particulier, pour toute suite (A )nen, on a P (ﬂ:ﬁ% An) = limy,— 400 P ((Nj—o Ak) -

- Sous-additivité : Pour toute suite (Ap)nen d’évenements, P (%) 4,) < 3075 P(Ay).

c¢) Cas particulier fondamental : Tribu engrendrée par une partition

Soit (By),,c; une partition finie ou dénombrable de 2, et A la tribu engendré par les atomes B,,.

Alors une probabilité sur (€2,.4) est entierement définie par les a, = P(B,), vérifiant ) _;a, = 1.
neJ Bn) = Zne] n

d) Partie négligeable, propriété vraie presque partout

En particulier, pour tout J C I, on a P (U

Def : Un événement A € A est dit négligeable ssi P(A) =0 , et dit presque sir si P(A) = 1.
Exemple : L’ensemble des suites presque nulles dans {0, 1} est négligeable.

Def : Une propriété V définie sur € est vraie presque strement ssi P({w € Q | V(w)}) = 1.

3) Loi conditionnelle

a) Probabilité conditionnelle d’un événement sachant un autre événement

P(ANDB)

Def : |Si P(B) > 0, alors la probabilité (conditionnelle) de A sachant B est P(A | B) = PB)

Remarque : La fonction Pg: A +—— P(A | B) est une probabilité sur (,.A).

En particulier, Pg(A) = 1 pour tout évenement A contenant B.

b) Formule des probabilités composées et formule de Bayes

Formule des probabilités composées : ’P(A NB)=P(A)P(B|A) ‘

Formule de lintersection P(AyNAsN...NA,) = P(A1)P(Az | A1)...P(Ap | A1 NAan...NA,_1).
Remarque : Et par passage a la limite, P (ﬂ:i% An) = H:ﬁ% PA,|A1NAsnN...NA,_1).
Formule de Bayes : P(A| B)P(B) = P(B| A)P(A).

¢) Formule des probabilités totales

Si (Bp)ner est un systéme complet, alors pour tout événement A, on a P(A) =3 .; P(A|B,)P(B,)

Preuve : A est réunion disjointe des A N B,,.
Remarque : Pour que la relation soit vraie, il suffit que la réunion (disjointe) des B,, contienne A.

P(B| A)P(A)
P(B| A)P(A)+ P(B|A)P(A) |

Remarque : La formule de Bayes s’écrit donc | P(A | B) =

Remarque : Appliquée a une loi conditionnelle, la formule des probabilités totales s’écrit :

P(A| C) = L% P(A| ByN C)P(B, | O), car Po(A | By) = Pcfgfugﬁn) - P(zf(;f " 200 |




4) Evénements indépendants

a) Evénements indépendants

Def : On dit que ’deux événement sont indépendants ssi P(AN B) = P(A)P(B) ‘

Def équivalente lorsque P(B) > 0: P(A| B) = P(A).

Remarque : Si A et B sont indépendants, alors leurs complémentaires A et B sont indépendants.
En effet, si z = P(A) et y = P(B), alors P(A)=1—zet P(B)=1—y
Donc P(ANB)=1—-P(A)—P(B)+ P(ANB)=1-2—y+zy=(1—-2)(1—y).

b) Evénements mutuellement indépendants

Def : Des événements A;, avec i € I, sont mutuellement indépendants ssi pour toute partie finie J C I, on a
P (ﬂ Ai> =[P
ieJ icJ
Corollaire : Si (A,)nen est une famille d’événements mutuellement indépendants, alors P (ﬂ+°° A ) = H:{i% P(A,).
Remarque : Trois événements deux a deux indépendants ne sont pas nécessairement mutuellement indépendants.

Ezemple : Si 3% P(A,) = +00 et si les A, sont indépendants, alors P (%5 4,) =0
En effet, en posant a, = P(A,), on a Y% a, = +o0o, alors 320 In(1 — a,) = —oc.

On obtient ainsi lim,— oo [[1°5(1 — a,) = 0, c’est-a-dire P (29 4,) = 0.

5) Exemples

a) Considérons un tirage de N entiers a valeurs dans {0, 1}.

Ici, 'univers € est I’ensemble {0,1}V des tirages possibles.

Une probabilité sur €2 est en fait définie par la probabilité donné a chaque tirage (cf notion d’atome)

Un événement est un ensemble de tirages : leur probabilité est la somme des probabilités des dits tirages.

Si les N tirages sont indépendants les uns des autres, alors tous les événements sont mutuellement indépendants.
Supposons que chacun des N entiers a une probabilité p € [0, 1] d’étre égal a 1, et 1 — p d’étre égal a 0.

Alors la probabilité quun tirage (e1,...,en) € {0,1}V vérifie e 4 ... + .exy = k est (Z)pk(l —p)N—k,

En effet, il y a (Z) tirages contenant k termes valant 1, et chacun de ces tirages a une probabilité p*(1 — p)V—*,

puisqu’il y a k termes égaux a 1 et N — k termes égaux a 0.

b) Considérons un tirage d’une suite d’entiers (e, )nen & valeurs dans {0, 1}.

Ici, univers § est Pensemble {0, 1} des tirages possibles, c’est-a-dire des suites & valeurs dans {0, 1}.
Un événement est un ensemble de tirages : leur probabilité est la somme des probabilités des dits tirages.
Supposons que chacun des N entiers a une probabilité p € [0, 1] d’étre égal a 1, et 1 — p d’étre égal & 0.

La tribu naturellement associée est la plus petite tribu contenant les Ay, o = {(en)nen | €m = 0} (et les Ay 1 =
{(en)nen | €m =1}). Ona P(Apo) =1—pet P(Ay1) =p.

Alors, si A est 'ensemble des suites vérifiant ¢, = 0 pour tout 0 < k < N, on a P(A) = (1 —p)V.

Considérons A I’ensemble des suites vérifiant ¢, = 0 pour tous les k pairs.

Alors P(A) = limy_, 1 (1 — p)*, qui vaut donc 0 si p < 1.

6) Lemme de Borel-Cantelli (complément culturel)




Soit (A, )nen une suite d’événements.
a) Posons B =, ey Bn, ott By = (Ugs, Ak)-
Ainsi, B, est ensemble des éléments w € ) qui appartiennent & (au moins) un Ay, avec k > n.

Autrement dit, B est ’ensemble des éléments w € Q tels que {n € N|w € A,} est infini (= non majoré).

Montrer que si Y70 P(A,) < +00, alors P(B) = 0.

Autrement dit, | si E:ﬁ% P(A,) < +o0, alors presque tout élément appartient qu’a un nombre fini de A, |

b) Posons C' = | J,,cpy Cn, o1t Cp, = mk;zn A

Autrement dit, C), est ensemble des éléments w € € tels que w ¢ A, pour n assez grand.
Comparer B et C.

Montrer que si les A,, sont indépendants et si >.'° P(A,) = 400, alors P(B) = 1.

Autrement dit,

si les A, sont indépendants et si Z:ﬁ% P(A,) = +o0, presque tout élément appartient & un nombre infini de 4,, |

Remarque : La propriété peut étre fausse si les A, ne sont pas indépendants, par exemple s’ils sont tous égaux !
2) Exzemples d’utilisations

a) Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli B(p), avec 0 < p < 1.
Montrer que presque toute suite w € {0, 1} contient une infinité de 1.

b) On considére une marche au hasard, c’est-a-dire S, =Y, Xj, avec P(X =1) =pet P(Xj =—-1)=q=1—p.

4 m
On considére I'événement A, : S,, = 0. Montrer que P(Agy,) = (277’?) g ~ (\fﬁ
™

En déduire que si la marche est biaisée, c’est-a-dire p # %, alors presque stirement, le marcheur passe qu’un nombre
fini de fois par lorigine (c’est-a-dire que presque stirement, {n € N | S,, = 0} est fini).

Corrigé

1) a) On a P(B,) < 3 P(A). Comme Y P(Ay) converge, alors lim,, o P(B,) = 0.

Par le théoréme de la limite décroissante, on a donc P(B) = lim,, .y~ P(By,) = 0.

b) C est l'ensemble des w € Q tels que w ¢ A, pour n assez grand, c’est-a-dire ensemble des w € Q qui

n’appartiennent qu’a un nombre fini de A,. Donc C' et B sont complémentaires dans €.

c)OnaP (ﬂkzn /Tk) = [1;2°(1 — ag) car les Ay sont indépendants (mutuellement) et par limite décroissante.
Or, comme Y aj, diverge vers +o00, alors [[/>° (1 — a) = 0 pour tout n € N.
En effet, la série ) In(1 — ay) diverge vers —oo, donc il en est de méme des séries >, In(1 — ay).

On en déduit par limite croissante que P(U,enNisn Ap) =0, c’est-a-dire P(C) = 0. D’out P(B) = 1.
2) Ezemples d’utilisations

a) On prend ici 4, : X,, = 1. On a 3% P(A,) = +oo, donc par 1) ¢), P(B) = 1.

Donc presque toute suite w € {0, 1}V contient une infinité de 1.

b) P(Ay) correspond aux sommes Zi:o X, contenant m termes 1 et m termes —1.

D’ou (loi binomiale), P(Agy,) = (27;7;) p"™q™. La formule de Stirling permet d’obtenir (2::) g ~



Lorsque p # %, alors pg < i, et la série > P(Asgy,) converge.
Comme P(A,,) = 0 lorsque n est pair, alors la série Y P(A,) converge. Par 1) a), on a donc P(B) = 0, c¢’est-a-dire

presque siirement, le marcheur passe un nombre fini de fois par ’origine.



