Suites définies par une récurrence linéaire a coefficients constants

On consideére ci-dessous des récurrences d’ordre < 3, mais le principe est valable pour tout ordre.

1) Cas homogéne

a) Suites définies par une récurrence linéaire a coefficients constants

Soient a, b, ¢ € C. On considére une suite complexe (uy)nen vérifiant :

(H):Vn €N, upt3 = atpsa + bupt1 + cuy

Un 010 Up+1 010 Unp
Posons X;, = | upy1 |etA=[ 0 0 1 |. Comme | upio | =( 0 0 1 Upy1 |, alors| X1 = AX, |
Up42 c b a Up+3 c b a Up42
Ainsi, une récurrence linéaire d’ordre 3 dans C se rameéne & une récurrence d’ordre 1 dans C3.

En particulier, on a I'isomorphisme Sy — C3 (up)nen — (uo, u1,uz). Donc .
On obtient X,, = A" X pour tout n € N.

3

Le polynome caractéristique de A est x 4(z) = 2% — az? — bx — ¢, appelée équation caractéristique de (E).

Premier cas : Supposons que x4 admet trois racines distinctes A, p et v.

Alors A est diagonalisable, et il existe une matrice P € GL3(C) telle que A = PBP~! ou B =

S O >
o= O
R © O

On a A" = PB"P~! et X,, = A" Xj. Ici, B" = Diag(\", u™, v").

Donc les coefficients de A™ et de X,, sont donc des combinaisons linéaires des coefficients de B".
On en déduit que (up)nen est combinaison linéaire de (A")nen, (1" )nen €t (V™)nen.
Or, dim Sy = 3. Donc nécessairement Sy = Vect((A")nen, (™) neN, (V™")nen)-

Deuxiéme cas : Supposons que les racines de x4 soient A, A et u.

On vérifie aisément (a I’aide de rg(A — AI) que les sev propres d’une matrice compagnon sont de dim 1.

A1 0 A A0
Alors A est semblable & B = 0O A 0 |.Onaalors B" = 0 A" 0
0 0 u 0 0 u"

On a X,, = (PB"P~1)Xp. On en déduit F = Vect((\")nen, (PA" ™D e, (W) nen)-

Remarque : Si X # 0, on a donc F' = Vect((A")nen, (RA")nen, (1" )nen)-

Troisiéme cas : Supposons que A soit racine triple de x 4.

A1loo AT AT (A2
Alors (on admet que) A est semblablea B=| 0 A 1 |. Et B"= 0 A" nA"!
0 0 A 0 0 A"

On en déduit F = Vect((A")nen, (A" e, (R2A"72),en).

b) Solutions des équations différentielles linéaires homogeénes a coefficients constants

Soient a,b,c € C. On considére une fonction y : R — C vérifiant :



(H) : ¥t e R, y®(t) = ay” (t) + by (t) + cy(t).

y(t) 0
Posons X(t) = | ¢/'(t) | et A= 0
c

y'(t)

Ainsi, une équation différentielle d’ordre 3 dans C se raméne & un systéme différentiel d’ordre 1 dans C3. L’ensemble

St O =

0
1 |. L’équation s’écrit ’X’(t) = AX(t) ‘
a

S des fonctions y : R — C vérifiant (E) est un sev de C*°(R, C) de dimension 3.

En effet, par Cauchy-lipschitz, ’application Sy — C* y — (y(0),3'(0),%”(0)) est un isomorphisme de F sur C3.

On peut explicter les solutions avec les exponentielles de matrices : ’X (t) = exp(tA)X(0) ‘

Ak
En effet, en considérant les séries de fonction associées aux coefficients de > Ftk on a
4 (exp(tA)) = Aexp(tA), donc X (t) = exp(tA)Z vérifie bien X(0) = Z et X'(t) = AX(¢).
A0 0 A1 0 A1 0
OnaA=PBP YavecB=| 0 p 0 |, 0O X 0 Jou| O X 1 |,ou\, uet v distincts.
0 0 v 0 0 p 0 0 A
6>\t 0 0 At te)\t €>\t te)\t %t26’/\t
On obtient exp(tA) = Pexp(tB)P~!, avec exp(tB) = 0 et 0 ou| 0 e teM
0 0 et t 0 0 et

Donc Sy = Vect(eM, e, e¥t), Vect(eM, teM, eit) ou Vect(eM, teM, t2eM) selon les cas.

2) Méthode de variation de la constante en dimension 1

Considérons A € C*, une suite complexe (b, )nen €t ’ (E) : Zpt1 = Axp + by, ‘

Les solutions de I’équation homogene (H) sont les suites géométriques (2, )nen = (KA™)pnen.
On effectue le changement de variable . Alors (E) s’écrit
Yn+1l — Yn = AT by,
Donc les solutions de (E) sont les xz, = KA" + A" E;L:_é A7771b; ot K est une constante arbitraire.

Remarque : La méthode s’applique de fagon plus générale aux suites récurrentes a coefficients non nécessairement
constants : (E) : Tpy1 = any + by.

Les solutions de (H) sont les x,, = K A,, avec A, = HZ;& ay, et on pose T, = y, X A,.



3) Cas d’un second membre de la forme Q(n)u"

a) On consideére

(E) : Tpt1 — Az = Q(n) ", ot @ est un polynéme a coefficients complexes

deg P =deg@ si u# A

Alors (E) admet une solution particuliere de la forme x,, = P(n)u™, ou
degP=1+4+degQ sipu=A\

En effet, cherchons une solution sous la forme z,, = P(n)u".

On veut donc Vn € N, uP(n+ 1) — AP(n) = Q(n).
Comme N est infini, une CNS est donc pP(X + 1) — AP(X) = Q(X).

On considere endomorphisme v : C[X] — C[X] P(X)+— pP(X +1) — AP(X).
Lorsque p # A, il conserve le degré (donc est bijectif).
Lorsque = A, on a degu(P) = deg P —1 (pour P non constant), et on conclut par le th du rang.

b) Cas particulier classique : On considere (E) : zp+1 = Az, + b, avec b € C.

On cherche une solution particuliére constante.

b
11—\,
Lorsque A = 1, les solutions de (F) sont les x, = a + bn.

Lorsque A # 1, une solution particuliére est x,, = ¢ =

et (F) s’écrit (zp41 —¢) = ANz — ©).

Remarque : z — az + b est une homothétie de centre ¢ si A # 1, et une translation si A = 1.

c) Les propriétés sont analogues pour la dimension > 2 : on se rameéne au cas de la dim 1 par factorisation.

Par exemple, u : (Zn)neN — (Tnio 4+ aZni1 + bp)nen s'écrit w = 6% 4 ad + bId = (6 — A1d) o (§ — uId), avec

6t (Tn)neN — (Tn+1)nen-
4) Epilogue
Pour les équations différentielles, les fonctions ¢ — K exp(At) sont les vecteurs propres de D : y — y/.
Pour les suites, les suites géométriques (K A"),cn sont les vecteurs propres de 0 : (Zp)neN — (Zn41)neN-

Remarque : En fait, dans le cas des suites, une variante consiste & prendre pour  non pas 'opérateur de décalage
mais l'opération de dérivation discréte : 0 : (2p)neN — (Tnt+1 — Tn)nen-

On pourrait alors considérer les équations différentielles comme la version continue du cas discret Ainsi, le schéma
d’Euler de X' = AX s’écrit Xy11 — X = hA, ou h est le pas de temps.

11 correspond donc a X,,+1 = (I, + hA) X,.



5) Annexe : exercices

a) Enoncé : Montrer qu'il existe un polynome P tel que (zp)nen = (P(n)2"),en vérifie

Tpio — Tpil — 2T, = n2"

2

Remarque : On note que 2z — z — 2 admet 2 et —1 comme racines.

On peut donc s’attendre a obtenir une solution de degré deg P = 2.

Solution : (P(n)2")nen est solution ssi Vn € N, 4P(n +2) —2P(n+1) —2P(n) =

On considére u : Ro[X] — Ry[X] P(X)—4P(X +2)—2P(X +1) — 2P(X).

On au(l) =0, u(X) =6 et u(X?) = 12X + 14.

Donc Imu = Ry [X], et il existe P € Rao[X] tel que u(P) = X, ce qui permet de conclure.

b) Enoncé : Soit (zy,)nen telle que x,, = nx,—1 — 1. Déterminer une CNS sur z¢ pour que (x,)nen converge.

Solution : On applique la méthode de variation de la constante.

Les solutions de I’équation homogene sont les x,, = K(n!). On pose donc z,, = y,, x n!

1 1
L’équation s’écrit vy, = yn—1 — — donc yn =vyo — Y p_y ik
n! !

1 ) 1
Donc z,, = n! x (mo — > k:'> .On alimy oo Y py e 1,
Donc une condition nécessaire pour que (z,)nen converge est xg =e — 1 = Zk 1 k'
Réci t = 1. Al ==n! L I'x L
éciproquement, supposons xg = e — 1. Alors z, ==n!x [e— >}, H =nl! Zk nt1
1
+ _
>kt k" =

, et on a bien lim,_, o x, = 0.

e

Or, par l'inégalité de Taylor-Lagrange, —_—
(n + 1)!

exp(l) — Zk =0 k'

Donc |z,| < ¢
n

c) Enoncé : Soit (z,)nen telle que limy, oo (11 — Axy) = 0.
(i) On suppose |A| < 1. Montrer que (z,)nen converge.
(ii) On suppose |A| > 1. Montrer qu'il existe une unique valeur de xy pour laquelle (x,),en converge.

(iii) Que dire de (i) et (ii) si limp— 400 (Tnt1 — Azp) = L, avec L € C ?

Solution : Posons b, = xp11 — Axy. On a limy, 40 by = 0.

On résout z,+1 — Az, = by, par la méthode de variation de la constante. On obtient : xz, = A" zo + Zz;é ARy,

(i) On suppose |A| < 1. En appliquant une preuve de type Cesaro (pincement avec ), on montre que

n—-+o00

n—1
lim Z NE=lp =0
0

Il faut couper la somme en deux : les premiers termes sont petits du fait de A, les autres sont petits du fait de by

avec k assez grand.

(i) On suppose [A| > 1. On a z, = A" (z0 + Y. 7—g A 71by).

Comme la série géométrique » !)\7"‘ converge et que b, = O(1), alors S A™""!b,, converge.

On pose L = Zzoo ~k=1p,.. Pour que (z,)nen converge, il faut que zg + L = 0, c’est-a-dire zg = —L.
Réciproquement, supposons xg = —L.

Alors z,, = A" "7 A1, On obtient |z,| < ( ;;oi’ })\_JD SUDg>y, [br| < SUPg>y [br] — 0.

L
Al =1



Par pincement, lim,_,{~ x, = 0.

(iii) La suite constante (¢),en vérifie la relation avec ¢(1 — \) = L, c’est-a~dire ¢ = T
On se rameéne aux cas précédents en considétant la suite (x, — ¢)pen.



