Polynémes annulateurs

1) Polynémes d’endomorphismes et de matrices

a) Définitions et notations

Soient P =Y"7_,arX* € K[X], u € L(E) o E est un K-espace vectoriel, A € M,(K).

On pose P(u) =Y 7_,aru® € L(E), ot u® = Idg et de fagon générale, u® désigne la composée k fois de u.
De méme, P(A) =3}, apAF = apl, + a1 A+ asA? + ...+ a,A" € My (K).

Evemple : Avec P=X?-X=X(X-1)=(X-1)X,ona Plu)=u?~u=uo(u—1d) = (u—1Id)ou
b) Propriétés algébriques

Ona: (AP + pQ)(u) = AP(w) + pQ(u), et [ (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) |

Donc Ker P(u) et Ker Q(u) sont inclus dans Ker(PQ)(u). Donc ’Ker P(u) + Ker Q(u) C Ker(PQ)(u) ‘

Remarque culturelle : Lemme des noyauz (hors-programme :

Si pged(P, Q) = 1, alors Ker P(u) & Ker Q(u) = Ker(PQ)(u).

c) Sous-espaces vectoriels stables

Pour tout polynéome P € K[X], les endomorphismes u et P(u) commutent.

Donc les sev Ker P(u) et Im P(u) sont stables par w.

Ezemple : Avec P = X — X\, Ker P(u) = Ker(u — AId) est le sev propre E), qui est stable par w.

d) Polynémes d’une matrice diagonale

A1 P(A1)

A P(A
SiA= ? i , alors P(A) = (o)

An P(\)
Remarque : Si les A; sont distincts, il résulte de I'interpolation de Lagrange que toute matrice diagonale s’écrit

sous la forme P(A), c’est-a-dire est un polynome en A.

e) Polynomes de matrices semblables

Prop : Si A et B sont semblables, alors P(A) et P(B) sont semblables, avec la méme matrice de passage.

Preuve : Si A =QBQ™!, alors A" = QB"Q ! pour tout n € N.

La propriété se comprend aussi en utilisant un endomorphisme : Si A = Matgu, alors P(A) = Matg P(u).
IMPORTANT : Supposons A diagonalisable et semblable & B = Diag(\q, ..., \p).

Pour P € K[X] la matrice P(A) est semblable a Diag(P(A1), ..., P(An)), avec la méme matrice de passage.
Remarque : Si A1, ..., A, sont distincts, Diag(P (A1), ..., P(A,)) décrit Pensemble des matrices diagonales lorsque P

décrit le sev des polynomes de degré < n — 1 (cf polynomes d’interpolation de Lagrange).

2) Polynomes annulateurs

a) Définition
Def : Soient P € K[X] et u € L(E).
On dit que P est un polynoéme annulateur de u ssi P(u) = 0 (endomorphisme nul).

Exemple : u? = u ssi le polynome X2 — X annule u.



Ezemple : X — X annule 'homothétie vectorielle A 1d.

Remarque : Tout multiple d’un polynéme annulateur est aussi un polynéme annulateur.
Important : Si P(u) =0 et P = QR, alors Im Q(u) C Ker R(u), car R(u) o Q(u) = 0.

Remarque : En dimension finie, tout endomorphisme u € £(E) admet un polynéme annulateur non nul. En effet,

2

comme dim £(E) = n?, avec n = dim E, la famille (Id, u, u2, ..., u(®*)) est liée. En fait, on a micux :

b) Théoréme de Cayley-Hamilton (admis)

Théoréeme de Cayley-Hamilton : Le polyndme caractéristique est un polynéme annulateur.

a c

Ezemple : Pour toute matrice A = < b d

> € My(K), on a A2 — (a+ d)A + (ad — be) Iy = Os.

¢) Cas de linverse d’une matrice inversible

Prop :
Si A admet un polynéme annulateur P vérifiant P(0) # 0, alors A € GL,(K) et A~! est un polynome en A.

Preuve : On suppose agl + a1A + ... + a, A" = 0. On a par hypothése ag # 0.

1
Donc AB = BA=1, avec B=——(a1l + agA+ ...+ a, A" ). Donc A € GL,(K) et A~! = B.
ao

3) Valeurs propres et polyndéme annulateur

a) Lemme fondamental : Soit P € K[X]. ’Si u(x) = Az, alors P(u)(z) = P(A\)x ‘

En particulier :

- Tout vecteur propre de u est vecteur propre de P(u).

- ’ Si A est valeur propre de u, alors P()) est valeur propre de P(u) ‘

Remarque : 1l se peut que P(u) admette d’autres valeurs propres que les P(\), ou A est valeur propre de u. Par
exemple, si u est la rotation d’angle 5 dans R2, u n’ a pas de valeur propre réelle, alors que u?> = —Id admet —1
comme valeur propre.

En revanche, dans M,,(C), comme toute matrice A est trigonalisable, les valeurs propres de P(A) sont exactement

les P()\), o A est une valeur propre de A.

b) Prop : ’Soit P un polyndéme annulateur de u. Alors les valeurs propres de u sont DES racines de P ‘

Ainsi, le spectre de u, ensemble des valeurs propres de u, est inclus dans ’ensemble des racines de P.
Preuwve : Si u(zx) = Az et x # 0, alors P(u)(z) = P(\)z, et comme P(u) = 0, alors P(\) = 0.
Remarque : Pour le polyndéme caractéristique, les racines sont LES valeurs propres de u.

4) Exemples

Ezemple : Soit A € M, (R) tel que A3 — I = O,,. Alors tr A € Z.

On considére A comme matrice de M,,(C).

La matrice A est annulée par le polynéme P = X3 — 1 = X (X — j)(X — j2).

Donc A est tridiagonalisable dans M,,(C) et ses valeurs propres appartiennent a {1, 7, 5}.
Ici, p, ¢, 7 sont les ordres de multiplicité de 1, j et j = j2.

En particulier, le polynéme caractéristique de B est xg(z) = (x — 1)P(x — j)%(z — J)".

Or, A et B étant semblables, on a x4 = x 5.



Comme A est une matrice a coefficients réels, le polyndéme caractéristique x4 est & coefficients réels. Donc les
racines complexes de x 4 sont deux & deux conjuguées (avec multiplicité).
On en déduit que les ordres de multiplicité de j et j dans xp sont égaux, c’est-a-dire ¢ = 7.

On en conclut que trA=trB=p+q(j+j)=p—q€Z.

5) Condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

a) Théoréme : ’u est diagonalisable ssi il est annulé par un polyndéme scindé a racines simples |.

Plus précisement : - si u est diagonaisable, alors P(X) = [ cgp(u)(X — A) annule w.
-si P(X) = (X — A1)...(X — Ap) scindé a racines simples annule u, alors u est diagonalisable et ses valeurs propres

appartiennent a 'ensemble {\1, ..., \p}.

Preuve : - Supposons que u est diagonalisable de valeurs propres Ap, ..., Ap.
Alors les E), sont stables par les (u — X\;Id) et (u — A;1d) est nul sur Ey,.

Donc 7(u) = [T_;(u — A; Id) s’annule sur tous les Ey,, donc sur E = &F_| E),.

- Supposons que P(X) = (X — A1)...(X — \,) annule u.

En notant L; les polynémes d eLagrange associés aux A\, ona 1 =Y ¢ | L;(X).

Donc z = Y ?_, L;(u)(x). Comme P(X) divise (X — \;)L;(X), alors L;(u)(z) € Ker(u — \;Id) = E},.
Ainsi, By, + ... + E), = E, d’oti on conclut u diaognalisable (on sait que la somme est directe).

Ezemple : Supposons (u — A1d) o (v — plId) = 0, avec A # p.

Onam:u(m)_/m+u(x)_)\xEE,\@EH.
A— U W= A

Ezemple fondamental : X(X — 1) annule u € L(E) ssi u est un projecteur. On a alors E = Ey & Ej.
b) Corollaire fondamental : Si u est diagonalisable et F' sev stable par u, alors u|p est diagonalisable.
Preuve : Tout polynoéme (scindé & racines simples) annulant v annule aussi u|p.

Remarque : Supposons u € L(E) diagonalisable. On a Ey, © Ex, © ... ® E), = E.

On en déduit que les seuls sev stables par u sont les Fy & ... © F, ou F) est un sev de E;.

Projections et symétries

1) Définitions et caractérisations des projections

a) Prop : Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est une projection : il existe E = F' & Gtels que p projection sur F' paralléléement a G

Autrement dit, on a Vo =y + z, avec (y,2) € F X G, p(x) =y

(i) uou=u

(iii) ’u est diagonalisable et Sp(u) C {0,1} : Autrement dit, Ey & E1 = E|.

Dans ce cas, u est la projection sur Fy = Ker(u — Id) = Im u parallélement a Ey = Ker u.

Preuve : Seule 'implication (ii) = (iii) n’est pas immeédiate.
Supposons u? = u. Il s’agit de prouver que Ey @ F; = E.

Comme on sait que Fy et E7 sont en somme directe, il suffit de prouver Ey + F1 = F.



Or, pour tout z € E, on a x = (z — u(x)) + u(x).
Et x — u(x) € Ep, car u(x — u(x)) = u(z) — u?(x) = 0. Et u(z) € By, car u(u(z)) = u(z).

Remarque culturelle : De facon générale, pour tout endomorphisme diagonalisable u, on a

Keru®Imu = F et Imu = @ 20E)
Ici, la somme @y »0FE) se limite & Fy car 1 seule valeur propre non nulle).

b) Prop : Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i)A2=A

(ii) A est semblable a L | O our=rgA
O O ’ - g .

2) Définitions et caractérisations des symétries

a) Prop : Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est une symétrie : il existe E = F' @ Gtels que u symétrie par rapport & F' parallelement a G
(i) uou=1d
(iii) w est diagolisable et Sp(u) C {—1,1} : Autrement dit, £y & F_; = E.
Alors u est la symeétrie par rapport & Fy = Ker(u — Id) = Imu parallélement & Ey = Ker(u + 1d).

Preuve : p est la projection sur F' parallélément & G ssi s = 2p — Id est la symétrie sur F' par rapport & G. Ainsi,
u est une symétrie ssi %(u + Id) est une projection. On déduit alors la porpriété de 1).

b) Corollaire : Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A2 =1,

I
ii) A est semblable & une matrice diagonale p |0 .
0| —1,

3) Codiagonalisation de projecteurs commutants

(
(

Prop : Soient p et ¢ projections vérifiant p o g = g o p. Alors p et ¢ sont codiagonalisables.

Preuve : Notons Ey et F/q les sev propres de p.
Alors Ey et FE7 sont stables par ¢q. Notons gg et ¢ les restrictions de g a Ey et E.
Comme ¢? = ¢, alors qg = qg, donc qg est une projection. De méme, ¢; est une projection.

Dans une base adaptée a (Ker gy @ Im qp) @ (Kerg; @ Img;), on a :

) O

0 I

Matgp = et Matgp =

O
I I

Remarque importante : De facon générale, on a :

Prop : Toute famille d’endomorphismes diagonalisables commutant sont codiagonalisables.

Preuve : On raisonne par récurrence sur n = dim F.

Si tous les endomorphismes sont des homothéties, la propriété est immeédiate.

Sinon, I'un des endomorphismes u n’est pas une homothétie. Tout sev propre E) de u est stable par les autres, et
leurs restrictions a E) sont aussi diagonalisables et commutent. Par récurrence (car dim pFE)y < n), il existe donc
une base de F) composée de vecteurs propres communs a tous les endomorphismes. On conclut en concaténant les

bases obtenues pour tous les E).



‘Calculs des puissances d’une matrice

1) Exemple

A w

Considérons A = < 0 ) € Ms(K). On souhaite calculer A™ pour tout n € N.

An Tn n—1\k
2 5 . 4 . _ _ — —1—k
Premiére méthode : On prouve par récurrence : A" = ( 0 wo |, avec r, =wd o AT u” .

Seconde méthode (conseillée) :

- Premier cas : A\=pu. Ona A= A3+ N, avec N = < 8 O(; ) nilpotent d’ordre 2.
1 A nwA
Par la formule du binéme (valable car I,, et N commutent), on a A" = \"Iy +nA\"" "N = < 0 \" > .

- Second cas : A # p. La matrice A est diagonalisable et il existe P tel que A = P < 6\ 2 > P

Donc A" = P < /\0 ,L?" > P~! donc A" est de la forme A"R + u"S, avec R et S matrices de Mo (K).
On détermine R et .S en résolvant R+5=1
AR+puS=A

n

En fait, on sait déja que A" est de la forme < 0 )\ﬁ ) comme puissance d’'une matrice triangulaire.

: 2 _ n n o+ B =0

Il existe donc («, §) € K= tel que Vn € N, r,, = aA™ + Su™, et { oA+ Bt = w

)\n _ /-LTL
On obtient donc 7, = w———.

A—p
Troisiéme méthode : Dans le cas A # u, on peut aussi effectuer une diagonalisation explicite.
On a F) :K< (1) ) En résolvant AX = uX, on obtient E, :K< f >, ol 3 = L}\
M J—
On considére donc P = L 5 .Onadonc A=P A0 P
0 1 0 u
1 B A0 1 =g A" — "
n __ p—

Donc A™ = ( 0 1 ) < 0 ) ( 0 1 ).Onretrouvern—w)\_u .

2) Calculs des puissances d’une matrice de la forme A/ + N, ou N est nilpotente

Supposons A = A + N € M,(K), avec N nilpotente. On a donc N? = O,

Par le binome (tronqué), on a Vo € N, (Al + N) ™ = 37375 (N FNE = A" T4 AIN 4 AP Y NPt

Remarque : Dans la cas général d’une matrice triangulaire, on a bien A = D+ N, avec D diagonale et N nilpotente,

mais D et N ne commutent pas en général, donc on ne peut pas appliquer la formule du binome.

Al A0 0 w
Eﬂ?emple-A—<0 M>—D—|—N,avecD—<0 M)etN_<0 0>_

En développant (D + N)™, on obtient 2" termes.
Mais on a ici DN = AN et ND = uN.
Comme N? = O, on obtient finalement (D + N)" = D" + 70 DEND?=1=F = D S0k 1=k N

3) Projecteurs spectraux et calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

a) Projecteurs spectrauz d’un endomorphisme diagonalisable

Soit u € L(F) diagonalisable de valeurs propres distinctes A1, ... , A, avec r > 1.
Le polynéme M(X) = (X — A1)...(X — A;) annule u.



On note L; les polynémes de Lagrange associés aux Aq, ... , A,. Autrement dit, L;(X) =[],

On sait que 1 = 22:1 Lj, donc Id = 22:1 Lj(u).

L’endomorphisme 7; = L;(u) est le projecteur sur Ey; parallelement & @;x;E), |

En effet, v = 3% Lj(u)(z) et L;j(u)(z) € Ey;, car (X — Aj)L;(X) annule u.
Comme u(m;) = Aju, on a donc u = 37" A\;jL;j(u), et plus généralement u™ = 3% A7 L;(u).

b) Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres distinctes A1, ... , Ay, avec r > 1.
Alors Vn € N, A" =370 | N R;, ot R; est la matrice L;(A).

Remarque : Les RR; pourraient aussi étre obtenus en résolvant le systéme de Van der Monde :

Vn€{0,1,..,r =1}, A" =) MR,
j=1
Si on consideére P telle que A = PDP~! ona A" = PD"P~! et D" = Z§:1 /\;‘Qj matrice diagonale de projections.
On retrouve donc A" = 25:1 )\?Rj, avec R; = PQjP_l.

4) Calcul des puissances d’une matrice dont on connait un polynoéme annulateur

Considérons A € M, (K) admettant un polynéme annulateur M.

a) Principe fondamental

Soit P € K[X]. On considere, la division euclidienne P = MQ + R.
D’ou P(A) = M(A)Q(A) + R(A). Comme M(A) = Op, on a P(A) = R(A).

Remarque : On adegR, <r —1, our =deg M.

Ainsi, toute matrice A", et plus généralement toute matrice P(A) appartient a Vect(I, A, A2, ..., A""1).
Ainsi, en prenant P(X) = X", on obtient la propriété suivante :

b) Prop : A" = R,,(A), ou R,, est le reste de la division euclidienne de X™ par M.

Remarque : On peut toujours trouver M de degré r < p, donc a fortiori A™ s’écrit comme combinaison linéaire de
I, A, A% ... AP~ et les coefficients (fonctions de n) sont les coefficients du reste R,, de la division euclidienne de

X" par M.

Exemple : Considérons A € M, (K) admettant un polynéme annulateur M = (X — A\)(X — p).
Pour n € N, notons R,, = a,, + b, X le reste de la division euclidienne de X" par M.

On a alors A" = a,I, + b, A. Il reste a calculer a,, et b,,.

. . R,(A) = A" ap + by A = A"
Si A # p, on obtient (ay,by,) en résolvant le systéme de Van der Monde

Rp(p) = p" A+ bppp = p"
Si A btient (an,b,) en utilisant le systeme de Tayl n(}) = A"
1 = W, On optien an, 0p ) €n utilisant le systeme de laylor _
a Y YO RLO) = nan



