’Théoréme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions

Théoréme : Soit Y f,, une série de fonctions continues (par morceaux) convergeant simplement sur I vers une fonction f,

c’est-a-dire que pour tout x € I, Z:i% n(z) = f(x) : convergence point par point.

On suppose que f est continue (par morceaux) et que Y-, - [, |fn| converge |

Alors f =379 f, est intégrable et [, f= e Tl

Remarque : Pour prouver la continuité de f, on doit parfois utiliser la convergence uniforme sur tout segment.

In(1+¢ oo (=)t 2 In(1+¢
Ezemple : On a ! w dt = ::1 % = % L’application t — @ est continue sur 0, 1].
n
In(1+¢ o (1) Ign "
En effet, on a V¢t € [0, 1], w = ::1 L, et comme fol — dt = —, la série Zn 1 0 — dt converge.
n n
Ezemple : + = dt Ty et gt =3 0+ te="t dt = Z:l == %

Remarque : De fagon générale, si les fonctions continues par morceaux f,, sont positives et si »_ f,, converge vers une fonction

continue (par morceaux) et intégrable f, alors | [ = ;Z% 1 Jn-
. t 400 2te™ 1 77'2
Variante : On a [ dt = g dt =2 > te= (2t g = 2 —_— = —,
J O sht 01— f (2n +1)2 4
-1 dx ™
Ezemple : Montrons que 7> ( = = arctan(l) = —.
74 q n=02n+1 f01_|_2 () 4
0 (—1)"x?™ converge sur [0, 1[ vers f(z) = Tia2 et f est bien continue.
x
En revanche, ici on ne peut pas appliquer directement le théoréme ITT car Z 0 01 I dx = +o0.
Pour se ramener au cas du b), on pourrait regrouper les termes deux par deux.
Remarque : En fait, ici, il vaut mieux utiliser le théoréme sur les séries entiéres :
(71)71 2n+1 , . .
En effet, la fonction f: 2 +—— Zn 091" "1 est définie sur | — 1,1] et continue sur | — 1, 1].
n
Or, pour tout z €] — 1,1[, f(x) = fo o e arctan x :

On procede en effet par intégration de la série entiére Z:::B(—l)"tz” qui converge normalement sur [0, z].

Donc par continuité, f(1) = arctan(1).

’Théoréme de convergence dominée pour les suites d’intégrales

1) Théoréme de convergence dominée

Prop : Soit (f,)nen une suite de fonctions continues (par morceaux) et intégrables sur I.

’ On suppose que (f,)nen converge simplement vers f : I — R continue (par morceaux). ‘

’ On suppose qu'il existe ¢ : I — R intégrable et dominant (f,)nen, ¢’est-a-dire vérifiant Vn € N, |f,| < ¢. ‘

Alors f est intégrable sur I, et [, f =lim, 4o [; fn-

’IMPORTANT : 11 suffit que la propriété de domination soit vraie pour n assez grand.

11In(141¢) g — 1In(1+41¢) &t

Ezemple : On a lim, . [, TA-1/n ot
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En effet, on a Vt €]0,1], lim,,— 4 oo Ain et i ;

intégrable sur ]0, 1].

Exemple : Supposons que I est un segment. Pour que I'hypothése de domination soit vérifiée, il suffit que les f, soient

uniformément bornées (c’est-a-dire qu'il existe M indépendant de n tel que ¥n € N, sup | f,,| < M).

t n
Ezemple : On aVz >0, I'(z) = fOJrOO t*~te~' dt. Montrons que I'(z) = lim,, 4o [, t°7* <1 — ) dt.

n

n
(1—) si0<t<n
Pour n € N*, considérons les fonctions continues f,, :]0, +00[— R définies par f,(t) = n
Osit>n

t\" t\"
Pour tout ¢ > 0, on a f,(t) = t*~1 <1 — ) pour n assez grand, donc lim,,_, o %71 (1 — ) =t""le7t = f(t).
n n

t n
D’autre part, pour tout n € N*, on a Vt €]0, +oo[, fn(t) < t*7te™t = f(t), car <1 - > <et
n

La fonction f est intégrable sur ]0, +ool.

Par le théoréme de convergence dominée, on obtient donc lim,,_ 4 f fo f, d’ot le résultat.
t\" n! n®
. r—1 x
Remarque : fo fa= [t <1_n> dt =n fo Y1 —w)™ du = P P Py £

nl n®
zx+1)..(z+n-1)]

n t\" .
On en déduit la formule classique | T'(z) = lim,— 4+ fo pr—1 (1 - ) dt = limy, 4 oo
n

Par exemple, (4) (2) () - (n — ) ~ nlym, car I(}) = V7.

2) Intégrales dépendant d’un parameétre continu

On considere g(z) = [; f(x,t) dt, avec x € A et Vt € I, t — f(z,t) intégrable.
On cherche la limite de g(z) lorsque z tend vers a (ou a est adhérent a A).

Rappel : Caractérisation séquentielle des limites : Soit g : I — R, a € RU{ — 0o, +00} adhérent a I.

Alors lim, ., g(z) = L ssi pour toute suite (z,,)nen d’éléments de I, on a lim,,_, . g(x,) = L.

Ezemple : Soit f : [0,4+00[— R continue et bornée.

On considere Vz > 0, L(z) = f0+°° f(t) e dt. Pour tout = > 0, l'intégrale existe car f(t) e = Oy (e ™).

Montrons que lim,_, o L(z) = 0 en utilisant la caractérisation séquentielle.

Soit (2, )nen une suite tendant vers +oco. Posons I, = L(x,) = f0+oo f(t) et dt.

On a Vi, lim,,_, o f(t)e "t = 0.

D’autre part, pour n assez grand, on a x,, > 1, donc Vn € N, |f(t)e” | < Ke™! = ¢(t), avec K = sup |f].
L’application ¢ est intégrable sur [0, +oo[, donc par le théoréme de cv dominée, on a lim,,_ o L(z,) = f+°o 0=0.

0

Comme la limite est vraie pour toute suite (2, )nen, on en déduit que lim,_, o L(z) = 0.

Ezemple culturel : Théoréme de Cesaro (pour les fonctions, preuve non classique ...).

1 ..
Soit f : [0, 4+00[— R. Si lim,— 4o f(2) = L, alors limy— oo — [ f(¢) dt = L.
x



J . :
En effet, - Jo ft) dt = fol f(tz) dt. On alim, .y f(tx) = L et f(tx) < L, donc lim,_ 4 o fol f(tz) dt = fol L dt=L.

’Intégrales dépendant d’un paramétre‘

1) Convergence dominée appliquée aux intégrales dont le paramétre est continu

Prop : Soit f: Ax I — R (z,t) — f(z,t) et a adhérent & A. On suppose :
- que f est continue par morceaux par rapport a ¢t : Pour tout x € A, t — f (33, t) est continue par morceaux sur [
- que pour tout ¢ € T, il existe A\(¢) = lim,_, f(z,t), et que A : I — R est continue par morceaux

- qu'il existe ¢ : I — R intégrable telle que Vo € A, Vt € I, |f(x,t)| < ¢(t) (hypotheése de domination uniforme)

Alors, les applications t — f(x,t) et t — A(t) sont intégrables, et |lim,_, [, f(x,t) dt = [, A(t) dt |

Preuve : 11 s’agit de prouver que pour toute suite (z,)nen tendant vers a dans A, on a lim,,_, fI f(z,,t) dt = fI A(t)dt.

Pour (2, )nen fixée, on applique le théoréme de convergence dominée a la suite (fy,)nen, o fn(t) = f(xn, t).

’IMPORTANT : Il suffit que I’hypothése de domination uniforme soit vraie au voisinage de a |, c’est-a-dire qu’il existe un voisi-

nage V de a tel que Vo € (VN A), (Vt €I, |f(z,t)] < o(t)).

2) Continuité des intégrales par rapport au paramétre

Prop : Soit f: Ax I — R (z,t) — f(x,t). On suppose :
- que f est continue par morceaux par rapport a ¢t : Pour tout z € A, t — f(z,t) est continue par morceaux sur /
- que f est continue par rapport & = : Pour tout ¢ € I, x — f(z,t) est continue sur A

- qu’il existe ¢ : I — R une application intégrable telle que Ve € A, (Vt € I, |f(x,t)] < p(t)).

Alors, pour tout = € A, t — f(z,t) est intégrable, et | Papplication & — fl f(z,t) dt est définie et continue sur A|.

Remarque : Si f est continue sur A x I, les deux premiéres hypothéses sont immédiatement vérifiées.

IMPORTANT : La continuité étant une notion locale, il suffit de vérifier I'hypothése de domination localement |,

c’est-a-dire qu'il suffit de prouver que la propriété de domination est vérifiée au voisinage de tout z € A. Par exemple, il
suffit de vérifier que pour tout segment [a,b] de A, il existe ¢ : I — R intégrable (dépendant souvent de a et b) telle que

Vo € [a,b], (Vt €I, |f(x,t)] < o).

Ezemple : Soit h : [0, +00[— R continue par morceaux et bornée. On pose Vo > 0, L(z) = f0+oo h(t)e™* dt.
Alors L est continue sur ]0, +00[. On va prouver I’hypothése de domination sur tout intervalle [, +00], avec a > 0.
En effet, on a Va € [, +oo[, Vt > 0, [h(t)e™ " < Me™"* = p(t), ot M = sup(g ;oo |h].

Comme ¢ est intégrable, la restriction de L a [a, +00] est continue (donc L continue en tout point = €]a, +00]).

Comme « > 0 est arbitraire, on en déduit que L est continue en tout point z > 0, c’est-a-dire continue sur |0, +oo|

3) Dérivation des intégrales par rapport au paramétre (dérivation sous le signe somme)

a) Prop : Soit f: Ax I — R (x,t) — f(x,t). On suppose :



- que pour tout x € A, les applications t — f(x,t) et t — —f(x, t) sont continues par morceaux et intégrables sur [

ox

0
- que pour tout t € I, 'application z —— f(x,t) est de classe C! sur A (c’est-a-dire x — 8—f(:5, t) continue)
x

- qu’il existe ¢ : I — R intégrable telle que |Va € A, <Vt el, gf (, t)’ go(t)) .
x
Alors g : & — [; f(2,t) dt est de classe C' sur A, et Vo € A, ¢( f] 3 (z,t) dt| (formule de Leibniz).
IMPORTANT : , donc il suffit de

trouver une fonction ¢t — ©(t) dominant uniformément ¢ — f(x,t) par rapport & x sur chaque segment de A.

0
Remarque : En fait, I'intégrabilité de t — a—f(:c, t) sur I résulte de la propriété de domination, donc pourrait étre supprimée
x
dans la premiére hypothése.

b) Prop (extension aux fonctions de classe C™) : Soit f: Ax I — R (z,t) — f(z,t). On suppose :

k
- que pour tous x € A et 0 < k < n, les applications t — W(m, t) sont intégrables sur 1.
x

- que pour tout ¢t € I, pour tous 0 < j < k, Papplication = — f(z,t) est de classe C" sur A.

n

- que t — 8?(96’ t) est continue par morceaux et il existe ¢ intégrable sur I telle que
an
Vo € A, <Vt el, f(m,t)‘ < gp(t))
oz
Alors g1z +— [, f(z,t) dt est de classe C", et Vk € [1,n], Vo € A, g¥)(2) = [, 5 { (x,t) dt.
Remarques :
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orn’

- L’hypotheése de domination uniforme porte sur la derniére dérivée

k
- Lapplication x — f(x,t) est de classe C™ sur A, d’ou V'existence et la continuité des & — —-(x,t).

Ok
¢) Prop (extension auz fonctions de classe C*°) : Soit f: Ax I — R (z,t) — f(z,t). On suppose :

n

ox™

- que pour tous x € A et n € N, les applications ¢t —

(z,t) sont intégrables sur I.

- que pour tout ¢ € I, 'application = — f(z,t) est de classe C™ sur A.

S0 <eal0).

- que pour n assez grand, il existe ¢,, : I — R intégrable telle que Vz € A, (Vt el,

871/
Alors g : x +— [, f(z,t) dt est de classe C*>, et Vn € N, Vz € A, g (z fl@ Z (z,t) dt.

Ezemple : La fonction T, définie par Vo > 0, I'(z) = f0+°° tr—le~tdt.

On considere ici Yz > 0, Vt > 0, f(z,t) = t*le~t = elz=DInte—t,
3 : (x,t) = (Int)"t*~te~t. Les fonctions ——- sont continues sur |0, +o00[x]0, +oo|.
xn

ox"
Int|"t~te tsit <1

Pour tout n € N, on a

Soit [a, b] C]0, +00[. On considére ¢, :]0, +00[— R par ¢, (t) =
(Int) b~ le tsit > 1



8n
OnaVneN, Vz € la,b], ¥t >0 ‘J(w,t)‘ < i, (t), et les ¢,, sont intégrables sur |0, 4+o0].
x

Donc T est de classe C* sur |0, +-o00], et I'"™ () = f0+oo(ln t)y tr e tdt.

4) Cas des intégrales paramétrées de fonctions définies sur un segment

Rappel : Toute fonction continue sur un compact (de R?) est bornée et atteint ses bornes.

a) On considere ’1e cas ou I est un segment ‘ etou f: AXI— (z,t) — f(z,t) est de classe C" sur A x I.

Dans ce cas, 'hypothése de domination sur K x I est évidente pour tout segment K de A : il suffit en effet de considérer

la borne supérieure des |f(x,t)| on (x,t) décrit le compact K X I, et plus généralement la borne supérieure de ‘g;f sur le

compact K x I (en supposant par exemple f de classe C™ sur A x I). D’ou :

Prop : Soit I est un segment et f: A x I — (x,t) — f(z,t) de classe C™ sur A x I.

Alors g : x — fI f(z,t) dt est de classe C™ sur A, et pour tout 0 < k <n, on aVz € A, g (z) = fI %(w,t) dt.

Remarque : L’énoncé n’étant pas au programme, donc il faut refaire la preuve a chaque fois.
of

Pour tout segment K de A, K x I est compact, et on peut donc considérer donc ¢, (t) = SUP (3 4)e K x I o
' 4

(@.0).
b) Ezemple : Soit f : [0,4+00[— R de classe C*°. Considérons Vz > 0, g(x) = fol f(tz) dt.
La fonction h : (t,z) — f(tz) est de classe C* sur [0, 1] x [0, +o0].

A fortiori, les deux premiéres hypothéses du 2) c) sont vérifiées.

n

h
D’autre part, on a Vx € [a, b], %(mvt) = ¢ f(n+1),
mn/
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Donc pour tout segment [a, b] de [0, +o0], ‘W(x,t)‘ < SUDP (4 ) e[a,b]x[0,1] |t”f(n) (tz)| = @n(t).
La borne sup existe car [a,b] x [0, 1] est compact et que toute fonction continue sur un compact est bornée.

L’application ¢,, est intégrable car toute fonction constante est intégrable sur un segment.

Donc I’application f est de classe C°° sur [0, +oc], et on a ¥n € N, g™ (z) = fol tm ) (tx) dt.



