
Théorème de convergence dominée pour les séries

Remarque : La propriété se déduit du théorème de convergence dominée en l�appliquant aux fonctions en escaliers

associées aux séries. Mais il est simple de le prouver directement :

1) Soit pour tout p 2 N, une série
P
n2N an;p:

On suppose que pour tout n 2 N, il existe �n = limp!+1 an;p :

On suppose qu�il existe une série convergente
P+1
n=0 bn à termes positifs telle que

8p 2 N; 8n 2 N, jan;pj � bn

a) Montrer que pour tout p 2 N, la série
P
n2N an;p converge et montrer que

P
n2N �n converge.

b) Soient N 2 N et p 2 N. Montrer que
��P+1

n=0 an;p �
P+1
n=0 �n

�� �PN
n=0 jan;p � �nj+ 2

P+1
n=N+1 bn:

c) En déduire limp!+1
P+1
n=0 an;p =

P+1
n=0 �n :

2) On considère pour tout p 2 N�, Sp =
Pp
n=0

�
1� n

p

�p
: En utilisant 1), déterminer limp!+1 Sp:

3) Proposer un contre-exemple si on ne suppose pas l�hypothèse de domination uniforme véri�ée, mais seulement

que les séries
P
n2N an;p convergent (où p 2 N).

Théorème de convergence dominée pour les séries. Corrigé

1) a) Par comparaison,
P
n2N an;p est absolument convergente.

De même pour la série
P
n2N �n, car par passage à la limite, j�nj � bn.

b)
��P+1

n=0 an;p �
P+1
n=0 �n

�� �P+1
n=0 jan;p � �nj =

PN
n=0 jan;p � �nj+

P+1
n=N+1 jan;p � �nj :

On conclut avec a), car jan;p � �nj � 2bn:

c) Soit " > 0. Il existe N tel que
P+1
n=N+1 bn �

"

2
:

Puis, par linéarité de la limite, on a limp!+1
PN
n=0 jan;p � �nj = 0:

Donc pour p � p0 assez grand,
PN
n=0 jan;p � �nj �

"

2
:

D�où par b), 8p � p0,
��P+1

n=0 an;p �
P+1
n=0 �n

�� � ":
On en conclut limp!+1

P+1
n=0 an;p =

P+1
n=0 �n:

2) Pour tout p 2 N, on dé�nit 8n 2 N, an;p =
�
1� n

p

�p
si n � p, et an;p = 0 si n > p.

On a bien 8n 2 N, limp!+1 an;p = e�n, car an;p =
�
1� n

p

�p
pour p assez grand.

D�autre part, on a 8p 2 N, jan;pj � bn = e�n, et
P
n2N bn converge.

Par 1), on a limp!+1
P+1
n=0 an;p =

P+1
n=0 e

�n =
1

1� e�1 =
e

e� 1 :

3) Pour tout p 2 N, on dé�nit 8n 2 N, an;p = 1 si n = p, et 0 sinon.

On a 8n 2 N, limn!+1 an;p = 0.

On a 8p 2 N,
P+1
n=0 an;p = 1 mais

P+1
n=0(limp!+1 an;p) = 0:


