’ Intégrales impropres

Rappel sur les comparaisons entre fonctions usuelles :

Pour tous o < 3, on a 2% = 0450 (2%) en +o00 et 2% = 0(z®) en 0. En 400, 2% = 04 (e°*) pour tout £ > 0.

En +o0o, (Inx) = 045(2%) pour tout € > 0, et plus généralement ’ (Inz)® = 0400(2°) pour tous « € Ret e > 0|

En 0", (Inz) = o (z7°) pour tout € > 0, et plus généralement | (Inx)* = o (z~°) pour tous « € Ret ¢ > 0.

Rappel : ’f(t) = Oy(g(t)) ssi il existe k tel que |f(t)| < k|g(t)| au voisinage de b‘.
sint 1 1
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Remarque : ’Si f(t) = op(g(t)) , alors a fortiori f(t) = Op(g(t)) ‘ Par exemple, en 400, t(Int) = O (t%/?).

1
Ezemple : =040 <t2> En effet, sint = O4(1) et

1) Intégrales impropres convergentes

a) Définition. Soit f : [a,b[— R continue (par morceaux), avec b € RU{+0o0}.

L’intégrale converge sur [a, b ssi il existe lim, ,~ [ f(t) dt, notée f: f(t) dt
dt
1 —9. f

IMPORTANT : ’La convergence de l'intégrale ne dépend que du comportement de f(¢) au voisinage de b ‘

+oo dt

dt
Exemples : —=1; f oo

dt dt
— =limy 400 (Inz) = 400 et fol 5= lim, o+ <fxl t> = +o00.

Autrement dit, I'intégrale converge sur [a, b ssi elle converge sur [c, b[, ou ¢ < b.

Propriété de Chasles : Par passage a la limite, fbf t) dt = fc f(t) dt+ fcb f(t) dt

Si l'intégrale converge, on définit | le reste R(z f f(t) et on a lim, ;- R(x) = 0.

b) Interprétation en termes de primitives. Soit F' une primitive de f. On a [ f(t) dt = F(z) — F(a).

L’intégrale de f converge sur [a,b] ssi F' admet une limite en b~ |, et on a alors f; f@t) dt = [F(t)]z_ .

Exemples : Pour Rea > 0, [ e ot dt = [-Lemot)f> =1, fol(lnt) dt = [tInt — ], = —1.

[0}

oo dt

dt
c) Intégrales de Riemann. Exemples : | [| = converge ssi o > 1|; fol = converge ssi a < 1.

dt dt
IMPORTANT : Si a et b sont réels (avec a < b), fb b

car e

convergent ssi a < 1

d) Intégrale doublement impropre

Def : Si f :]a,b[— R est continue, alors fff(t) dt existe ssi [ f(t) dt et fcb f(t) dt existent, ou on choisit ¢ € [a, b].

Autrement dit, si F' est une primitive de f, alors fab f(t) dt existe ssi F' admet une limite en a~ et en bt.

dt T T
2 . +
Ezemple : Intégrale doublement impropre [~ ek [arctan t] T30 = 5~ <—§> =T.

e) Terminologie : f : I — R est continue par morceaux ssi elle est continue par morceaux sur tout segment de 1.

LTIJQ est continue par morceaux, et f0+°° f(t) dt = :2 7712 = %f.

f) Linéarité. Si les intégrales de f et g convergent, alors celle de f + g aussi. La réciproque est fausse :

Ezemple : f:[1,400[— Rt —

. ___dt T dt [T dt i+l +°°dt_ too dt _
Ezemple fo t+1)(t+2) o 741 — Jo 42 = I(E3)]5 — In2 en +oo0. Mais i1~ Jo T3 T TOO

g) Exemple : Soit f : [a,+oo[— R. On suppose que l'intégrale de f converge sur [a, +00].

L’unique primitive de f s’annulant en +oco est F(z f +Oo

2) Théorémes de comparaison pour les intégrales de fonctions POSITIVES




a) IMPORTANT : Supposons f positive sur [a,b[. Alors toute primitive F' de f est croissante sur [a, b[.

Donc | Uintégrale de f converge sur [a, b[ ssi F' converge en b~, donc ssi F' est majorée sur [a, b| |.

Sinon, on a lim, - [* f(t) dt = +o0, et on note alors fff(t) dt = +o0.

Prop : |Soit f : [a,b[— R continue et positive. Alors f; f(t) dt =0 ssi f est identiquement nulle |
Preuve : Si f:f(t) dt = 0, alors F(a) = F(b), donc F est constante, d’ou f = F’ = 0. Réciproque immédiate.

b) Théorémes de comparaison pour les intégrales de fonctions positives.
Principe : Si0< f <get f;g(t) dt converge, alors fab f(t) dt converge (car on a 0 < ff f(t) dt < f;g(t) dt).

Principe : Si0< f <get fff(t) dt diverge, c’est-a-dire ff f(t) dt = +o0, alors ffg(t) dt = +oo0.

Remarque : En fait, pour étudier la convergence, |il suffit d’avoir la positivité et 'inégalité au voisinage de b~ ‘

Théorémes de comparaison. Soient f et g des fonctions continues sur [a, b] et positives au voisinage de b™.

i) |Si f(¢t) = O(g(t)) lorsque t tend vers b et si f;g(t) dt converge, alors f; f(t) dt converge|.

ii) | Si f(t) ~ g(t) lorsque t tend vers b, alors f; f(t) dt converge ssi f;g(t) dt converge |.

iii) | Si f(t) > g(¢t) au voisinage de b, et si f:g(t) dt diverge (vers +00), alors f; f(t) dt diverge (vers +o0) |.

Preuves : i) On a f(t) < Mg(t) au voisinage de b. i) On a f(t) = O(g(t)) et g(t) = O(f(t)).
c) Comparaisons avec les intégrales de Riemann.

- : Soit f : [a, +oo[— R continue et positive au voisinage de +oc.

Si f(t) ~400 7 avec A > 0, alors l'intégrale de f converge sur [a, +0o[ ssi a > 1.

Si f(t) = O4oo(7) avec a > 1, I'intégrale de f converge sur [a, 4+00].

Si il existe A > 0 tel que f(t) > % pour t assez grand, alors l'intégrale diverge : fa+oo f{t) dt = +o0.

- : Soit f : [a,b[— R continue et positive au voisinage de b~ ,c’est-a-dire sur un intervalle [b — ¢, b[.
Sif(t) ~too ﬁ avec A > 0, alors l'intégrale de f converge sur [a, b[ ssi a < 1.

Sif(t) = O+Oo((b_%)a) avec a < 1, l'intégrale de f converge sur [a, b[.

Si il existe A > 0 tel que f(t) > ﬁ pour ¢t assez grand, alors I'intégrale diverge et ff f(t) dt = +oc.

Remarque : Idem si f :]a,b] — R. On compare f(t) avec une fonction de la forme A(t — a)™.

3) Fonctions intégrables

a) Def : On dit que ’ f est intégrable sur [a, b] ssi 'intégrale de | f| converge sur [a, b] ‘

Prop : | Si fab | f| converge, alors fab f converge aussi (on dit qu’elle est absolument convergente) |.

dem : 0 < f+|f| <2|f|, donc il existe f:(f+|f]),doncilexiste f;f:f;(f+|f|)—f;|f]

b) Corollaire du théoréme de comparaison :

Si f(t) = Op(g(t)) et g intégrable sur [a, b], alors f est intégrable sur [a, b|.
En effet, f(t) = Op(g(t)) équivaut a |f(t)| = Op(|g(t)|), et on se raumene ainsi au cas étudié au 2) b).

4) Exemples d’études de convergence d’intégrales

a) Exemple : La fonction Gamma d’Euler T'(z) = [t~ le~" dt est définie ssi z > 0.
En 0, t*“le7t ~ t*~1 donc fol t*~le~t dt converge ssi x — 1 > —1, c’est-a-dire = > 0.

En +oo, t*“le™t = O o (t72), donc ffroo t*~le=t dt converge pour tout z.



+oo 1 —cost

b) Ezemple : 2 dt converge.

Ezemple : En 0%, f: ¢t +— % est prolongeable par continuité avec f(0) = % (donc pas de probléme en 0).
En 400, f(t) = O100(t™2). On en conclut que f est intégrable sur [0, +oo].

c) Exemple : fol In(sinz) dt converge. On a —In(sinz) = —In(x +0(z)) = —lnz+0(1) =0 (ﬁ) .
d) Cas particulier d’intégrale de Bertrand.

Int Int 1
. +o0 + — L _— =
Ezemple : [, 1 e dt converge. En 07, Int = O (ﬁ) et en 400, e 0O <t3/2> .
1
e) Exemple : Intégrales de Bertrand. On considére J(« f +°o ) dt, avec f(t) = (In t)ﬁta

Si o> 1, alors t™(Int)™? = 0400 (t7T°) avec € > 0. On choisit e de sorte que o — & > 1. D’ou J (o, 3) < +00.

Sia=1, J(e,8) = [(Int)~? d(Int) = [[u? du (avec u = Int), donc J(1,8) < 400 ssi f > 1.

+oo  dt

R [Inln#]F>® = +o0.

Par exemple,

Sia < 1, alors f(t) > % pour ¢ assez grand, donc J(«, 8) = +o0.
(lnt)

En conclusion, l'intégrale converge ssi @ > 1 ou (@ =1 et 8 > 1). Par exemple, [ oo < 400 ssi a > 1.

5) Intégrations par parties et changements de variables

a) Intégrations par parties.

Principe : On intégre par parties sur des segments et on passe aux limites ensuite. En effet, les deux termes
obtenus peuvent diverger (méme si l'intégrale initiale converge). Il est parfois nécessaire de bien choisir la constante

d’intégration afin que les deux termes obtenus convergent.

Ezemple : On considére la fonction d’Euler I'(z) = f oo pr—le=t gt définie pour tout = > 0.

Alors T'(z + 1) = (). En effet, on a [ t"e™" dt = [t“e”'|§ + = [ t* ™" di, et on fait tendre a vers +oc.
Remarque : Comme I'(1) = 1, on obtient en particulier I'(n + 1) = [;F#"e~* dt = n! pour tout n € N*.

b) Changements de variables.

Prop : Soient f : [a,b[— R continue (par morceaux) et ¢ : [, B[— [a, b bijection de classe C*.

Alors f;f(t) dt converge ssi ff flp(u)) ¢'(u) du converge, et dans ce cas f;f(t) dt = ff flp(u)) ¢ (u) du.

Preuve : On passe a la limite la relation vérifiée sur les segments [a, z] et [o, o7 1(2)].
Remarque : Contraitement au a), il est donc ici inutile de revenir systématiquement a des segments.

Exemple : On admet G = [T exp(—t?) dt = \/7 (Gauss). Alors G = [;Fu1/2e7" du =T ().
OnaG=2 f exp(—t?) dt. Bt avec u = t2, c’est-a-dire t = \/u, on obtient G =T'(3).

Remarque : Un changement de variable peut transformer une intégrale impropre en une intégrale propre :
1o dl
O (1+e2)n

6) Exemples d’intégrale semi-convergente

Ezemple : Pour n € N*, = foﬂ/2(cos u)?"=2 du (cf intégrales de Wallis) avec t = tan u.

Def : Si f: f(t) dt converge mais que f; |f(t)| dt = +o0, on dit que 'intégrale est semi-convergente.

+00 51n smt

Prop : (intégrale de Dirichlet) | [, dt converge et f dt =




msmt —cost 1 —cost xsmt +Ool—cost

Preuve : fo —z dt, et ———— intégrable, donc lim, 4o g dt = 5 dt.
sint mr |51n t| oo 2
D’autre part, dt > dt = _; — = +o0.
ot 3 o, A g =y 2

7) Exemples de calcul d’intégrales

Remarque : 11 convient de commencer par justifier la convergence de I'intégrale considérée.
Ezxemple : Pour o > 0, f0+°° t"e~ dt converge car t"e " = O, (t_Q), et vaut a%lrl (intégrations par parties).

Ezemple : fol (Int)™ dt converge car (Int)" = O (%) . En intégrant par parties, fol (Int)™ dt = (—1)"n!

dx 1 d(z/c) 1 du
E. le : [T°° = = (oo _BY/C) ot -
zemple = Jo 24+c¢2 ¢’ 14 (z/e)2 'O 1+u? 2
dx 2dx du T
. _ rtoo _ (too _ +oo +oo
Exemple I = fO a = Jo m =2 1 u2 i 1 =2 [arctan ’LL]l = 5

. 1 dt . 1 1
Ezemple : [~ |\ Vip existe car =g 1 f\/ﬁ (et de méme en —1). On a f 1 \/7 [arcsmt] =T.

Remarque : De facon générale, f 7 : il suffit de considérer le changement de variable affine qui
\ (b— t)(t a)

dt — du
V—t)(t—a)  VI-u®’

permet de paramétrer [a,b] par [—-1,1] : ¢t = “‘{b +u (”_T“), avec u € [—1,1] :

8) Erreurs fatales

Remarque préliminaire : Expression de 'intégrale d’une fonction positive par une série.

Principe : Soient f : [a,b|— R continue positive et (z,),en une suite croissante telle que g = a et lim,,—, 4 o0 T, = b.
Alors f f=>nen /s x’““ f(t) dt et en particulier I'intégrale converge ssi la série converge.

a) Ne pas confondre la convergence de f(joo f et la convergence de lim,_, f(z) = 0.

Ezxemple : On a f+°° 4t — 40, alors que limy_, 4 oo 1 = 0.

Ezemple : On considére une fonction positive dont le graphe sur [0, +00| présente en tout entier n € N* un pic

d’aire 27" et de hauteur 1. Ainsi, f0+°° f= :i‘i 27" =1, alors que la fonction f ne tend pas vers 0 en +oo.

Remarque : On peut trouver une variante telle que f0+oo f < 4oo et limy—yoo(f(n))pen = +00.

1
b) Si f(z) = O+ <t°‘>’ avec o > 1, alors fa+°° f(t) dt converge (par comparaison avec Riemann).

1
En revanche, si on a seulement f(¢) = 040 (t) alors f ) dt ne converge pas nécessairement.
4oo dt Lo
Ezemple : [ i [Inlnt]F* = +o0.
n

9) Cas des fonctions positives décroissantes

1
Ezercice : Soit f : [0, +oo[ positive décroissante telle que f0+oo f < +oo. Alors f(z) = 0400 <> .
x
Solution : Ona0 < jzf(z) < f;ﬂ/z f(t)dt < /2 > f(t) dt. Or, limy— 4 o ;;;o f(t) dt = 0. Donc lim,_, o zf(x) = 0.

Remarque : Sans 'hypothese de décroissance, la propriété est fausse (cf paragraphe précédent).

10) Critére de convergence d’une fonction de classe C!

IMPORTANT : |Si f : [a, +0o[— R est de classe C!, alors lim, . f(x) existe ssi f;roo f'(t) dt converge|.

En effet, [ f'(¢t) dt = f(z) — f(a) admet une limite finie lorsque x tend vers +oo ssi il existe limy— o0 f(2).

Exemple : Supposons f0+°° fet f0+°° f! convergentes. Alors f converge vers 0 en +oo.
En effet, comme f0+°° f! converge, alors f converge en +oo. Posons A = lim, f.

Si A # 0, alors l'intégrale de f divergerait (car I'intégrale de x —— A diverge). Donc A = 0.



