\Ensembles finis et ensembles dénombrables‘

1) Définitions

, C’est-a-dire ssi on peut

Def : ’ On dit que E est fini de cardinal n ssi il existe une bijection de {1,2,...,n} sur F

énumérer les éléments de F par une suite indexée de 1 a n.

Def ’On dit que E est dénombrable ssi il existe une bijection de N sur F'|, c’est-a-dire ssi on peut énumérer les

éléments de E par une suite indexée par N, autrement dit ssi il existe une suite (uy)neny d’éléments deux a deux
distincts tels que E = {u,, n € N}.
Remarques :

- S’il existe une bijection de E sur N, alors F est un ensemble dénombrable.

En effet, si f : E — N est bijective, alors f~! est bijective.

- S’il existe une bijection de E sur un ensemble dénombrable F', alors E est dénombrable.

En effet, si f : E — F est bijective et ¢ : N — F sont bijectives, alors f~! o g: N — E est bijective.

2) Exemples

Prop : ’N* et Z sont dénombrables |

Preuve : On considére f: N —N* n+——mn+1let f:N—Z n+—— 5 sin est pair et —"TH si n est impair.
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Enumération de Z :

Prop : | Toute partie de N (et plus généralement d’un ensemble dénombrable) est finie ou dénombrable ‘

Rappel : Toute partie non vide de N admet un plus petit élément (propriété de bon ordre).

Preuve : Soit A C N infinie. On note u, le n-iéme plus petit élément de A (qui existe car A est infinie). Autrement
dit, on définit par récurrence forte ug = min A, w3 = min(A \ {uo}), ua = min(A \ {uo,u1}), etc ...

On justifie pour conclure alors que tout élément x de A est de la forme wu,, : sinon, on aurait u,, < x pour tout n € N,
ce qui est absurde, car on a nécessairement lim,, .~ u, = +00 (les parties de N infinies sont exactement les parties

non majorées).

Conséquences :

i) Pour prouver que A est finie ou dénombrable, il suffit de trouver une injection f de A dans N.

En effet, f induit une bijection de A sur f(N), qui est finie ou dénombrable.

ii) Pour prouver que A est finie ou dénombrable, il suffit de trouver une surjection g de N sur A.
En effet, en choisissant pour tout élément z € A un antécédent par g qu’on note f(x), on obtient une injection

f:A— Net ainsi A est finie ou dénombrable (remarque : on peut dire aussi “au plus dénombrable”).

Prop : ’N2 est dénombrable‘

Preuve : L’application N2 — N* (n,m) ~ 2"(2m + 1) est bijective (car tout entier naturel non nul s’écrit de facon

unique comme produit d’un entier impair et d’une puissance de 2).
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Autre preuve : Enumération de N? : Llwueus Ainsi, up = (0,0), u; = (1,0), etc ...
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Corollaire : Si E et F sont denombrables, alors E x F' est dénombrable. Par exemple, Z x N* est dénombrable.

Remarque : On en déduit que ’Q est dénombrable‘ (comme partie infinie de Z x N*, avec g < (p,q)).

Corollaire : Si les E; sont dénombrables pour tout i € N, alors E' = | J;cy E; est dénombrable.

Preuve : Pour tout ¢ € N, il existe une bijection f; : N — FE.

On considére f: N x N — E (i,7) — fi(j). Alors f est surjective, donc E est dénombrable (car infini).

3) Ensembles finis ou dénombrables

Prop : Toute partie d’'un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable.
Prop : Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est fini ou dénombrable.

4) Non-dénombrabilité de R

Exercice : On se propose de prouver que ’R n’est pas dénombrable |

On suppose par I'absurde qu'’il existe une suite (uy,)nen d’éléments distincts deux a deux tels que R = {u,,n € N}.
a) Construire une suite de segments emboités ([an, by])nen telle que ¥n € N, u,, ¢ [ap, by]. Conclure.

b) On propose une seconde preuve, en supposant connu le développement décimal des nombres réels.

Construire un nombre réel & dont le développement décimal differe de ceux des termes de la suite (uy)pen-
Indication : On choisit la n-iéme décimale de x de sorte qu’elle différe de la n-iéme décimale de u,.

Remarque : En fait, cette preuve peut étre vue comme un cas particulier de la preuve de a).
Solution :

a) On choisit [ag, by qui ne contient pas ug.

Supposons construit [a,, by]. On peut trouver un sous intervalle de [a,,, b,] qui ne contient pas 1.

On peut par exemple couper [an, bn] en trois, et alors au moins un des trois segments obtenus convient.

On obtient ainsi une suite de segments ([ay, by])nen décroissante (pour inclusion) et telle que uy, & [an, by).
De plus, b, — a,, = 3%(60 —ap), donc limy,—, 4 oo (by, — ap,) = 0.

Donc les suites (U )nen et (V)nen sont adjacentes, donc convergent vers la méme limite L.

OnaVn € N, a, < L < by, donc L € [ay,by] et a fortiori, L # wu,. Donc la suite (uy)nen n’énumére pas R.

b) On choisit la n-iéme décimale de  de sorte qu’elle differe de la n-iéme décimale de .
Il faut faire attention & ne pas obtenir de suite stationnaire en 9. En effet, on a par exemple 1, 00000... = 0.999999...

Ainsi, on obtient un réel = tel que Yn € N,  # u, (car chaque réel est caractérisé par son développement décimal).



\ Familles sommables \

1) Somme d’une famille de réels POSITIFS indexée par un ensemble fini ou bénombrable

a) Définition et prop :

Soit I un ensemble dénombrable (ou fini) et (z;);c; une famille de réels positifs indexée par I.

Il existe donc une bijection ¢ : N — I. On définit alors | Y, ; x; = Sk Ty € [0, +00] |

Cette définition est valide car la valeur de ), ;z; ne dépend pas du choix de ¢ (cf lemme suivant).

Lemme : Soit )y a, une série de réels positifs convergente.

On se propose de prouver que pour toute permutation o : N — N, on a Z;OZOO Qg (m) = :i% Qp .
Posons S, = > i_gax et Ty = 3 1o Gor)- On pose L = limy, o0 Sy

(i) Soit n € N. Pour m assez grand, on a : S, < T, < L.

(if) Timym_ 00 Tin = L.

Prevwve du lemme :

(i) Pour m assez grand, {o(k) | 0 < k < m} contient {0,1,2,...,n}, et on a donc S, < T)y,.

1 suffit en effet de prendre m > mo = maxg<i<n(c~1(k)). Donc pour tout m > mg, Sp < Trp.
D’autre part, pour tout m € N, on a Tp,, < Sy, ot N = maxo<i<m(c(k)). Donc T, < S,, < L.
(ii) Soit € > 0. Il existe n € N tel que L —e < S, < L.

Par (i), pour m assez grand,ona L —e < S,, <T,, < L, donc L — e <T,, < L. On en conclut lim,, o T, = L.

b) Théoréme de Fubini : Soit (anm)(n,m)en> une famille de réels positifs. On a :

—+00 —+00 “+oo “+oo
Z <Z an7m> = Z ( an,m> dans R* U {+o00}
m=0

m=0 \n=0 n=0

Idée de la preuve : On pose Spm = > g (Z;”ZO a@j) = > 10 (X2ig @i ;) sommes finies.
Il faut donc montrer que lim,, 4o (limy, 400 Spm) existe et vaut S = limy, 400 (limy,— 400 Spm) -

L’existence des limy,—, o0 Sp.m résulte de Sy, < Soom < S, et on a done S’ = limy, 40 Spoo < S.

En inversant les roles, on obtient donc de méme S < S’.

c) Sommations par paquets : Soit (anm)n,m)enz une famille de réels positifs. Alors

+oo / +oo
Z ( an,m> = Z anm  dans Rt U {400}
0

n=0 \m= (n,m)eN?

On pose Sym = D iy (ijo am) = Zogign,ogjgm Qg5

OnaTl =1lim, 1o Syn= 2 Gp.m en considérant une énumération de N2 en ordonnant les couples d’entiers
+ ) (n,m)eN )

(i,7) € N? selon la valeur croissante de (i + j).

Il reste & prouver que 7" est égal & S = limy,— 400 (limy— 400 Spm) = LMy 400 limy, 400 (limy,— 400 Spim) -
Fixons m. On a Vn > m, Sy m < Sppn < Speo- En faisant tendre n vers 400, limy, oo Spm < T < S.
En faisant tendre m vers 400, on obtient S < T < S, c’est-a-dire T' = S.

d) Propriétés : On reprend les notations précédentes.
- Eie[ x; vaut 0 ssi tous les x; sont nuls.
- Pour toute partition de I = Upeg I de I, ona Y . ;2 =Y ok (Zz‘elk xz> )

En particulier, ). ; z; est finie ssi pour tout k € J, Eielk x; est finie et ), g (Zielk :EZ) est finie.



- Si J est une partie de I, >,z < > i op 2.

Remarque : La propriété des partitions résulte de ¢) : en considérant ¢, : N — I et K =N, on a :
_ _ vt +
dicrTi = Z(k,n) N2 Ly (n) €0 D okek (Zie]k w@) =312 ( a0 T Loy (n ))

2) Familles sommables de réels positifs

a) Définition et prop : Soit (x;);cr une famille de réels indexée par I, ou I est dénombrable (ou fini).

On dit que | (x;);cr est sommable ssi ), |2;] < +oo|.

Pour toute bijection ¢ : N — I, la série ) .y Ty () converge et Zn 0 Zy(n) 1€ dépend pas de .

La somme est notée Zie ; Ti, appelée somme de la famille (z;)c;.

b) Propriétés (admises) :
- Ordre : Si |x;| < |yi| et (y;)icr sommable, alors (x;);c; est sommable, et }Ziel LL‘Z| <D icrlvil -

- Linéarité : L’ensemble des familles sommables indexées par I forment un sev.

L’application qui a une famille (z;);cs associe la somme ), ; x; est linéaire.

- Sommation par paquets : Soit une partition de I = U If de I.

Alors (x;)ier est sommable ssi les (z;)ier, sont sommables et si (Zze I :/cZ)k . est sommable.
€

Onaalors ) . c;wi =) ok (Zielk xl) .

- Théoréme de Fubini : Soient I et J deux ensembles dénombrables (ou finis).

Soit (45)(i,j)erx.s une famille de réels indexée par I x J (qui est dénombrable ou finie).
Alors (i) (i j)erxs est sommable ssi D, (Zjej ‘l‘”|) < +00.

Dans ce cas, on a: >, (Zje[ xij) = EjeJ (Zie[ xij) = Z(i,j)e]xjxij .

- Cas particulier de Fubini :

Si (2i)icr et (y;)jes sont sommables, alors (3., z;) (ZjeJ yj> =D ier 2ujes Tilj -

Remarque : Les preuves résultent du théoréme de convergence absolue et du théoréme de convergence dominée pour
les séries (permettant de passer a la limite sous le signe >°).

3) Exemples

a) Produit de Cauchy de deux séries

Prop : Soient (an)nen €t (bn)nen deux suites réelles. On pose Vn € N, ¢, = > 7 arbn_.
Si 3" ay et 3 by, convergent absolument, alors (310 a,) (35,795 b,) = 32029 ¢

Preuve : Par Fubini, :Lf(’) G Z:i% b, = Z(i’j)eNz abj.

On considére la partition N? = | |, . A, , ou A, = {(i,7) € N* | i+ j =n}.

On a Vn € N, Z(i,j)eAn aibj = > 4o akbn— = cn.

Par sommation par paquets, Y ¢, converge et Z(m)eNg ab; = Z:i% Cn.-

b) Espérance d’une variable aléatoire réelle discréte

Soit une variable aléatoire X : (Q, P,7) — E, ou E est une partie dénombrable (ou finie) de R.
On dit que X est d’espérance finie ssi ) [z| P(X = ) converge.

Autrement dit, X est d’espérance finie ssi la famille (xP(X = z)),cr est sommable.

On définit alors E(X) =Y .prP(X = x).

¢) Considérons A = {2¢37, (i,7) € N?}.
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Par le cas particulier de Fubini, > 4 = Z(z‘,j)eNZ 237~ < j:og 2Z> (

d) Considérons § = 3>

n=1 g3llogn]

, ol logn est le logarithme de n en base 2.

On pose A, = {n € N* | [logn| = p} = [27,2°T! —1].

Par sommation par paquets, S =

+oo i Z+ _

+oo i
J=0 3;
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