Centrale MP 2021 : épreuve 1
Un corrigé

I. Inégalité de Hoffman-Wielandt

Question 1.A

1. On rappelle que Tr(MN) = Tr(NM) et que pour P € O,(R), P'P = PPT = I,. Ainsi, si
P,Q € On(R) et M € M,(R),

IPMQ|F = Tr(Q"MTPTPMQ) = Tr(Q"M"MQ) = Te(M"MQQT) = | M|

et ainsi

[YM € Ma(R). VP, Q € On(R), | PMQ|r = | M]|r]

2. Par théoréme spectral, il existe P,Q € O, (R) telle que
R'AR=D4 et Q'BP=Dp

En utilisant la question 1 (multipliant & droite par @ et & gauche par R~! qui sont des matrices
orthogonales)

1A= Bl|% = |[RDAR™' = QDpQ ™% = |DaR™'Q -~ R™'QD5|%
Comme O, (R) est un groupe, on a P = R~'Q € O, (R). On a donc montré que

AP € On(R), ||[A— B|% = |DaP — PDg|%

3. Comme (DaP);; = Ni(A)pij et (DpP);j = \j(B)p;; et comme le carré de la norme est la
somme des carrés de ses coefficients, on a

IA=Blz= Y pi;(\(4) - N(B))?
1<i,j<n

Question 1.B

4. B, (R) est un ensemble fermé comme intersection de fermés :
- les images réciproque du fermé R par les applications continues M — m; ;
- les images réciproque du fermé {1} par les applications continues M 2?21 m;; et M —
D1 M-

De plus les coefficients d’une matrice bistochastique sont entre 0 et 1 donc
VM € B,(R), |[M|lp<n

et By (R) est donc borné. C’est finalement (on est en dimension finie) un compact. Comme f est
continue, un théoreme de compacité indique que f est bornée et atteint ses bornes. Ainsi

’ f admet un minimum sur B, (R) ‘

5. On a directement

f(M + in,z’ + xEj,k - $Ei,k - sz’,j) - f(M)

z(Ai(A) = Xi(B))? + 2(N(A) — M(B))?
—z(\i(A) — Ae(B))? — z(X;(A) — Xi(B))?
22(=Ni(A)Ni(B) — Aj(A)A(B)

+Ai(A)Ak(B) + Aj(A)Ai(B))

On a donc



f(M + .fEZ'J' + .’EEng — .ZL‘Ei’k — in,j) — f(M) = 2$(/\Z(A) — )\](A»()\k(B) — )\Z(B))

Le valeurs propres étant ordonnées dans I'ordre décroissant, la premiére parenthese est négative
et la seconde est positive. Pour x > 0, le produit est positif.

Sijk>ietx>0, f(M+aE;; +aEj, —xE; ) —xE; ;) — f(M) <0

. Comme on suppose M € B, (R), si tous les m;; valent 1, alors M = I,.
En supposant M # I, il existe bien un plus petit ¢ tel que m;; # 1 et M s’écrit

Iiii 0
M:< 01 N> avec N € Byi1-i(R)

On va transformer M par des opérations comme dans la question 5 en conservant le caractere
bistochastique.

- Il existe k > i tel que m; # 0 (car sinon la somme sur la ligne i ne vaut pas 1) et de
méme un j > i tel que m;; # 0. Notons = min(m;, m;;). En transformant M en
My = M+2FE;;+xE; ), — xE; ), — v E; ;, on garde le caractere bistochastique (on a toujours
des coefficients positifs et on n’a pas changé la somme par ligne ou colonne). De plus,

L1 O . . , . . .
M, = < 10 ! N > et N1 possede au moins un zéro de plus sur la ligne ¢ ou le colonne i
1

(selon que x = m; ou x = m;;).

- Si (N1)i; = 0, on a terminé. Sinon on peut recommencer pour faire apparaitre un zéro de
plus sur la ligne i ou la colonne ¢. En un nombre fini d’étape, on se sera ramené a une
matrice bistochastique du méme type avec le seul coefficient non nul sur la ligne i et la
colonne i qui est en position (i,4) et vaut donc 1.

Une rédaction compléte s’effectuerait par récurrence sur le nombre de zéros présents sur la ligne
et la colonne i mais la formalisation récurrente ne me semble pas apporter de clarté au raison-
nement.

Comme les opérations de la question 5 diminuent la valeur de f, on a montré que

IM' € Bu(R), f(M') < f(M) et Vj € [L,d], m), =1

. On montre par récurrence décroissante sur k € [0,n] que si M € B,(R) possede un bloc
supérieur gauche égal a Iy, alors f(I,) < f(M).

- Le résultat est immédiat si kK = n puisqu’alors M = I,,.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang k > 1. Soit M € B,,(R) posseéde un bloc supérieur
gauche égal a I_1.
Si M possede un bloc supérieur gauche égal a Iy, la conclusion est directe avec I’hypothese
au rang k.
Sinon, on est dans la situation de la question 6 avec i = k et on peut obtenir M’ telle
que f(M') < f(M) et a laquelle on peut appliquer le résultat au rang k. On a donc
fIn) < f(M') < f(M).

f(I,) minore f(B,(R)) et est dans ’ensemble : c’est le minimum.

[min{f(M) | M € B,(R)} = f(I,)]




Question 1.C

8.

Soit P la matrice de la question 3. Lignes et colonnes de P sont des éléments de R™ de norme
(euclidienne) valant 1. Ainsi, la matrice M = (pgj) est bistochastique (les coefficients sont bien
positifs). Or, |A — B||% = f(M) et donc |A — B||% > f(I,,), c’est-a-dire

n

> (i(4) = Ni(B))* < ||A - Bll%

i=1

II. Dénombrement des mots bien parenthésés

Question I1.A

9.

10.

11.

() est le seul mot bien parenthésé (on dira mot BP dans la suite) de taille 2.
Les mots BP de taille 4 sont ()() et (()).
Les mots BP de taille 6 sont ()()(), ()((), ()0 et ((())-

Il a 22" mots de taille 2n (puisque deux choix pour chaque caractere). Ainsi .

Pour tout réel z, |Cpa™| < |[4z|™ est borné si [4z| < 1 et donc

’Z(C’naz”) est de rayon convergence plus grand que 1/4. ‘

On va partitionner I’ensemble C; des mots BP de taille 2k.
Pour un mot BP m de taille 2k, on peut considérer une suite (ug, u1, ..., ug) définie de maniére
récurrente par
{1 si m; = (
up =0 et uj41 =u; + .
-1 sim; =)
Le caractere bien parenthésé de m se traduit par la positivité des u; et le fait que ugr = 0.
L’ensemble des @ > 1 tels que u; = 0 est non vide (il contient 2k) et posséde un minimum
Pm € [2,2k] (u1 = 1 car le mot commence par une parenthése ouvrante). De plus p,, est pair
(puisque c’est la position d’une parenthese fermante).
Notons C, ; I’ensemble des éléments m de Cj, tels que p(m) = 2j pour j € [1,k]. Les éléments
de cet ensemble sont ceux qui s’écrivent (m)m’ avec m BP de taille 2(j — 1) et m’ BP de taille
2(k — j). L’application qui au couple (m,m’) associe le mot (m)m’ est injective et le cardinal de
Ci,; vaut Cj_1 x Cj—;. Comme on a une partition, on conclut que

k—1

Ci =) CiCiin
=0

Question 11.B

12. Par théoreme sur le produit de Cauchy de séries entiéres, et comme le rayon de convergence est

plus grand que 1/4, pour |z| < 1/4 on a

[e.o]

F(z)> =) (C*C)pa”

n=0



13.

14.

15.

16.

ou * est le produit de Cauchy et out on a donc (avec la question 11)

(CxC)p = Z CiCn—i = Cpy1
=0

On en déduit que

= Z Cpi12™™ = F(z) — Coa® = F(z) — 1
n=0

On a ainsi montré que

Via| < 1, F(r) = 1+ aF(a)?

Supposons, par l’absurde, qu’il existe = €] — 1/4, 1/4[ tel que 21:F( )—1=0.0naalors x # 0
et F(x) = % La question précédente donne alors ﬁ =1+ ;= et donc 42 = x ce qui est faux
pour |z| < 1/4 et x # 0.

’x — 2z F(z) — 1 ne s’annule pas sur | — 1/4, 1/4[‘

Soit = # 0 tel que |z| < 1/4. Les solutions de zr? —r 4+ 1 = 0, d’inconnue r, sont @. On a
donc 2zF(z) — 1 = £4/1 —4z. Or, x — 2xF(x) — 1 est continue et ne s’annule pas. Sur chacun
des intervalles | — 1/4,0[ et |0, 1/4], elle garde donc un signe constant. Comme la limite en 0 et
0~ de cette quantité vaut —1, ce signe est négatif. On a donc

Vo e |-L 1], F(z) =122 et F(0) =1

Wl

On sait de fagon générale que

Wl <1, (1_u)a:1+za(a1)..T.l'(an+1)(_u)n
n=1 '

Dans le cas on « = 1/2, on a

ala—1).. (a—n+1)= % (-é) (-2"2_ 3) - (_12):_1 nl_f(Qk—irl)

k=0

On multiplie haut et bas par les nombres pairs de 2 & 2n — 2 pour obtenir

(-1 (2n —2)!
on 2n=1l(p —1)!

On a finalement

= (2n-2)!
1 _ : n
Viu <1, Vi—u=1 ; T 1yl
Pour x non nul, on a donc
1 &< (2n—2)! > (2n—2)!
F - n 1
(z) 2x ; 22n—1l(p — 'n' ; (n—1) Il

On change d’indice pour se ramener & n € N et on utilise 'unicité d’'un DSE (la relation est
vraie pour & = 0) pour conclure que

(2n)!

vneN, C, = CEST




I11.

Loi du demi-cercle, cas uniformément borné

Question III1.A

17.

18.

19.

20.

L’intégrale d’une fonction impaire sur un segment centré sur 1’origine est nulle :

’Vkﬁ €N, mogt1 :O‘

t +> sin(2t) étant de classe C*! sur | — /2, 7/2[ & dérivée ne s’annulant pas (et donc réalisant une
bijection de l'intervalle dans son image | — 1,1[), le changement de variable proposé est licite et

donne
1 /2 9 [m/2
mo = / \/4(1 —sin?(t))(2cos(t)) dt = / | cos(t)| cos(t) dt
21 ) 72 s

—7/2

cos(2t)+1
2

Le cosinus est positif sur Uintervalle et |cos(t)|cos(t) = . Le calcul se termine alors

aisément et donne

On primitive u/(z) = zv4 — 22 en u(z) = —1(4 — 22)3/? et on dérive v(z) = 2?1 en v'(z) =
(2k + 1)2%. u,v € C1([~2,2]) et on peut intégrer par parties pour obtenir

1 2%k 41 (2
Uik s = [_3(4_$2)3/2x2k+1] n + / (4 — 22)%/22%% dy

) 3 -2

En écrivant que (4 — 22)3/222F = /4 — 22(42%% — £2+2), on a donc

2k +1
Makt2 = — (4maog — Mmagy2)
ou encore, apres simplification,
2(2k+1
Mmogy2 = (k+2 )

Montrons par récurrence que moy = Cy.
- Cest vraisi k =0 (mp=Cp=1)
- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang k. On a alors

2k +1) ,  2(2k+1) (2k)! (2k + 2)! _c
k+2 T k+2 (k+DW (k+2)l(k+1! M

mag42 =

Comme mog41 est nul, on a finalement

Crj2 sl k est pair
mg = . . .
0 si k est impair

Question I11.B

21.

Pour une matrice diagonalisable (trigonalisable suffit), la trace est la somme des valeurs propres.
Par ailleurs, si M ~ diag(\1, ..., \,) alors M* ~ diag(\F, ..., \k).
On en déduit ici que

> M = (M V") = L)

Or, les coefficients de M,, étant des fonctions bornées, il en va de méme de ceux de MF (i k fixé,
la borne dépend de k) et donc de la trace de MF. En tant que variable bornée,



22.

23.

n
E A¥ admet une espérance
b

Avec ce qui précede et la linéarité de I’espérance

E (Z A§n> T/QE(Tr(Mk))
=1

et, toujours avec la linéarité de ’espérance

1 4k 1 k
E <n ZlAz,n> = n1+k/2E(Tr(Mn))
1=
D’apres la formule du produit matriciel,

Y Aiiy Ay - Aiy i Ay

12,0050k

A

La trace de AF est donc la somme des AiyinAigig - -

[1,n]. En particulier, espérance étant linéaire,

(ZA) n1+k/2 > E Xy Xipi))

B1ye ik € [[l,n]]

ir_1,in Qi pour tous les iq,...,4; de

Ilya (7;) fagons de choisir £ sommets distincts. Une fois ces sommets choisis, un cycle de longueur
k ne pouvant passer que par ces sommets est caractérisé par un k-uplet de ces sommets et il y a
¢k choix. Le nombre de cycles de longueur k passant par ¢ sommets distincts est donc plus petit
que (;})ﬂk (pas forcément égalité car on ne passe pas forcément par tous les sommets pour les
cycles comptés). Comme (Z) <nt,

Il y a au plus n‘l* cycles de longueur k dans [1,n] passant par ¢ sommets

Le produit de k des variables X; ; est en module plus petit que K k. L’espérance d'un tel produit
est donc de module plus petit que K*. On a donc

Yo X X)) < an g K*
_’ZG[[l,n]]k
i <(k+1)/2

ol oy, i, est le nombre de cycle de longueur k de [1,7n] passant par moins de (k 4+ 1)/2 sommets.
Avec la question précédente, et en remarquant que le majorant trouvé convient aussi si on compte
les cycles passant par AU PLUS ¢ sommets,

k
Qn Lk < n% <k+l>

2
On a ainsi k
! K(k+1)\" 1
i 2 B Xl < <2> =
4;6[1,77.]]1’“
|i|<(k+1)/2
et ainsi



24.

25.

26.

27.

1

ngrfoo W Z ‘E(X’il,h .- -Xik,il)’ =0

ie[1,n]k

[ <(k+1)/2
Pour un cycle (i1,...,i,41) € A, I'une des arétes (i;,4;41) (avec ix41 = 1) n’apparait qu'une
fois. X, i,,, est, par lemme des coalitions, indépendante de toute fonction des AUTRES X,

(ceci est vrai quand i; < ij11 et a < b mais les arétes (u,v) et (v,u) sont identifiées et on se
ramene a ce cas...). On a ainsi

E(Xihiz ce Xik7i1) = E(Xij,ijJrl)E H Xit,it+1 =0
t#j

puisque les X, ; sont centrées.

Si (il, R ,ik,il) € Ak, alors E(Xil,z'g .. 'Xik7i1) =0

Considérons un cycle possédant a arétes distinctes et regardons le nombre de sommets différents
qu’il peut posséder. On part d’un premier sommet et a chaque fois que ’on ajoute une nouvelle
aréte, on découvre au plus un sommet. Quand on ajoute une aréte déja rencontrée, on ne découvre
pas de nouveau sommet. Ainsi le cycle contient au plus a + 1 sommets différents.

Supposons 7 € C. On a k arétes au total. L’une est au moins présente 3 fois. Les z différentes
autres étant toutes présentes au moins 2 fois, on a k > 2z + 3 et donc x < k—gg Il y a donc au
plusx+1= % +1= k—gl arétes différentes. Le nombre de sommets différents est donc au plus
égal & 1+ 551 Ainsi,

Dans un cycle de longueur k, il y a k + 1 arétes (pas forcément différentes). Si k est pair, le
nombre des arétes est impair et il n’est pas possible que chaque aréte apparaisse 2 fois. Ainsi

Si k est impair, By = @‘

Dans ce cas, dans la somme de la question 21, on peut se contenter des uplets (iy, ..., i) tels
que (i1,...,10,11) est dans Cy, : ceux dans Ay ont une contribution nulle (question 24) et il n’y
en a pas dans By.

Par inégalité triangulaire, le module de la somme qui reste est majoré par la quantité de la
question 23 et est de limite nulle.

: ST 1= &
Si k est impair, nETOOE (n X;Am> =
1=

Ce processus donne un mot ayant autant de lettres qu’il y a d’arétes dans le cycle, c’est-a-dire
k. A tout instant, le nombre des parentheses ouvrantes est plus grand que celui des parentheses
fermantes (par définition, la premiére rencontre d’une aréte a lieu avant la deuxiéme rencontre).
Enfin, le nombre des parenthéses ouvrantes et fermantes sont égaux (par définition de By). Ceci
signifie que la suite ug, ..., u; introduit en question 11 vérifie le traduction de la propriété de
bon parenthésage.

Un mot associé a ¢ est bien parenthésé

On a juste besoin ici que i€ By et pas que le cycle passe par 1+ % sommets distincts.

7



28.

29.

On a ici k = 2p et le nombre d’arétes distinctes est exactement p (puisque toutes les arétes appa-
raissent 2 fois). Le nombre maximum de sommets apparaissant dans le cycle est donc p+1 = %—1—1.
On fait ici 'hypothese que 'on est dans cette “configuration maximale”.

Il faut donc, si on reprend I'analyse de la question 25, qu’a partir du sommet d’origine, toute
aréte que 'on rencontre la premiere fois fasse découvrir un nouveau sommet.

Pour choisir un tel cycle, on doit choisir p + 1 sommets et I’ordre dans lequel on les découvre.
IIyan(n—1)...(n—p) tels choix. Si on fixe le mot parenthésé associé au cycle, on fixe les
“positions” des arétes qui apparaissent pour la premiere fois. Je prétends que ceci impose tout
le cycle.
Prenons un exemple. On se place dans le cas k = 10 et on commence par choisir six sommets
et I'ordre dans lequel on les trouve. Par exemple, 1,2,3,4,5,6. On choisit ensuite un mot bien
parenthésé, par exemple (()()(()))-

— Un cycle associé part de 1 puis découvre deux sommets. Il débute donc par (1,2, 3).

— Le mot présente alors une parenthese fermante et on doit emprunter une aréte déja vue.

C’est forcément celle de 3 & 2 et le cycle se poursuit par (1,2,3,2).

— La parenthese ouvrante suivante nous fait décrouvrir 4 et on en est a (1,2,3,2,4).

— Le caractere suivant est ) est il faut repasser par une aréte déja vue et c’est forcément celle
qui vade 4 2 2. On en est a (1,2,3,2,4,2).

— On découvre alors deux sommets. On en est a (1,2,3,2,4,2,5,6).

— On doit alors repasser par trois arétes connues et on doit obtenir (1,2,3,2,4,2,5,6,5,2,1)

Finalement,

le nombre de cycles correspondant & un mot bien parenthésé donné est n(n —1)...(n —k/2) ‘

On découpe la somme de la question 21 selon 'appartenance de i aux ensembles Ay, By ou Cp,
comme expliqué en question 26. Et comme dans cette question, seule la partie relative a By a
une limite non nulle. On veut donc en fait la limite de

1
k2 > E Xy Xigir)

IEHl,n]]k
i€By,
Avec la question 23, on peut méme se limiter a des i tels que i > % c’est a dire a des ¢ comme

ceux considérés en question 28 :

1
nl+k/2 Z E(Xilvﬁ S Xikﬂ'l)

= fe[l,n]Lk

li|=14% i€By,
Dans ce produit, les termes se regroupent par deux et on obtient des ng avec des X
indépendantes. L’espérance du produit est le produit des espérances des X?. qui valent 1

1/7]
1=V(X;,) = IE(XZQJ) car E(X; ;) = 1). Il s’agit donc de chercher la limite de

On k
nltk/2

ou oy, est le nombre d’éléments de Bj, ayant 1 + g sommets différents. D’apres la question
précédente, ce nombre est égal a

ank=n(n—1)...(n—k/2)Cyo ~ n1+k/20k/2

On en conclut que



. Im o |
ngr-&r-looE (TLZAZ’”> N Ck/Q

=1

Question III.C

30.

Par linéarité de 'espérance et du passage a 'intégrale, il suffit de prouver le résultat quand P
est un monoéme c’est-a-dire quand P = X*.

Si k est impair, les question 26 et 17 montrent 1’égalité (les quantités sont nulles).

S k est pair, les questions 20 et 29 permettent de conclure (les quantités valent Cy, /2).

Par combinaisons linéaires (avec les linéarités évoquées) on a donc

n—-+00

VP e R[X], lim E (1 zn:P(Am)> = 2i /2 P(x)vV4— 2% dx
i3 TJ-2

Question II1.D

31.

32.

Comme @ — —: décroit sur [2, +oof, quand |A; ;| > A, on a

‘Ai n’2p+2q ’Ai n 2p+2q

)

‘Ai,n ’p+2q - ’A‘p+2q

[AinlP =

On somme ces inégalités et on majore ensuite en ajoutant des quantités positives :

1 n
> il < o 30 a0
=1

1<i<n
‘Ai,n‘ZA

Par croissance et linéarité de ’espérance (I’existence des espérances est acquise depuis la question
21 et de toutes les fagons, les quantités sont positives et on pourrait se permettre les calcul dans
R U {+0o0}), on a donc

E Z |Ain|? §A+2‘1 (Z\A

1<i<n

‘AZ,’VL‘ZA
On fixe p € N.
La question 19 donne my(;11) < 4m2k et donc (récurrence simple) moy < 4k,
1 2 .
On remarque que 0 < ini(é’; 2 < T +2q + j:igq A,fmq + % (%) 7 est de limite nulle quand
q — +0o0.

. . . 1+
Soit alors € > 0. Il existe un entier ¢ tel que % <e.

La question 30 donne
+
pm E <Z AP q)> M2(p+q)

et il existe un rang ng tel que

Vn > no, *E (Z |A p—l—q)) =1 + mQ(p+q)

=1



Avec le choix fait pour ¢, on a alors (avec I'inégalité de la question 31)

1
Vn > no, EE Z |Ai7n’p <e
1<i<n

‘AZ,H‘ZA

On a montré que

. 1
im —E| 3 |Al | =0
n—+oo n ’
1<i<n
IAi,nIZA

33. w = % — %. Comme f est bornée, le premier terme est borné au voisinage des infinis

(majoré en module par |f(z)| pour |z| > 1). Comme P est de degré p, le second terme tend en
module vers le module du coefficient dominant de P aux infinis.
Il existe donc B > A et une constante ¢ telle que

f(z) = P(x)

V|z| = B,
P

<c

Mais comme z w est continue sur le compact [—B, —A] U [A, B], elle est bornée aussi

sur ce compact. Elle I'est donc sur R\] — A, A[.

’EIK, Vliz| > A, |f(z) — P(x)| < K|z|P si P est un polynome de degré p‘

34. On a donc
> fF=Plhin) <K D Al
1<i<n 1<i<n
‘Ai,n‘ZA ‘Ai,n‘ZA

On multiplie par 1/n, on passe a l'espérance (opération croissante) et on utilise la question 32
et le théoreme d’encadrement pour conclure que

m B Y 1f - Pl | =0

n—+oo n
1<i<n

|Ain|>A

35. Soit f continue et bornée de R dans R. On fixe A > 2.
Soit € > 0. Par théoreme de Weierstrass, il existe un polynome P tel que ||f — PHOO,[_AA] <e.
On écrit que

1 — 12
E(n;f(/\z,n)> _%/_2f($)Md$:]n+Jn+Kn

I,=E (i S - P><Ai,n>>

i=1

1 — 1 [?
J.=E EZP(AM) —%/_QP(:U)\/AL—;@d;E

=1

2
K, ! (f — P)(z)V4— 22 dx

10



- Comme [—2,2] C [-A,A], |[K,| <emg=c¢.
- La question 30 donne un rang n; a partir duquel |J,| < e.

- On découpe I, en deux morceaux :

1 1
Ln=-E| Y (F=P)hin) |+ E| > (F=P)hin) | =1, +1;
1<i<n 1<i<n
‘Ai,n‘ZA |Ai,n|<A

La question 34 donne un rang n; & partir duquel |I},| < e.
On a |I]| < e (le module de chaque terme dans la somme est majoré par €).

Ainsi, pour n > max(ni,n),

1 ¢ 1 [? 5
B fi) ) =50 [ F@Vi—a?da
i=1 -

< A4e

et on a prouvé que

. 1 ¢ 1 [?
lim E(an(AZ,n)> :%/zf(as)\/4—x2 dx
=1 -

n—-+o00

IV. Loi du demi-cercle, cas général

Question IV.A

36. On suppose X d’espérance finie. Comme |X1|x|<c| < |X|, X1¢ est aussi d’espérance finie. Par
formule de transfert,
E(X1x<c)= Y. 2lpo(z)P(X =)
zeX ()

Comme X est une variable aléatoire discrete elle ne prend qu’un nombre dénombrable ou fini de
valeurs. On peut donc trouver une suite (xy)re n de réels distincts telle que X (Q) C {x, k € N}.
Comme les familles considérées sont sommables, on peut sommer les termes dans ’ordre que ’on
veut et on a

E(ch) = Z xkl[oyc](]a:k])IP(X = a:k)
k=0

Notons fi : C+ zp1p o(|2x])P(X = ). Pour tout k, fi(C) — 2xP(X = z}) quand C' — +oo0.
De plus
Vk, VC >0, |fe(C)] < |zk|P(X = )

et le majorant est le terme général d’une série convergente. Ainsi, > (fx) converge normalement
sur RT. Le théoréme de double limite s’applique et donne

C—+o0o

lim " fi(C) =E(X)
k=0

et ainsi

li E(X1 =EX
C_lgrloo ( |X\§C) (X)
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37.

38.

39.

40.

On a
V(Xijlix, 1<) = E((Xijlix,,1<0)?) — E(Xijlx, 1<c)?
= E(XZ]]'lXZ]‘SCQ) _]E(XZ,]]-‘XI’”SC)Q

On peut appliquer la question précédente avec X; ; d'une part et XZ ; d’autre part pour obtenir
(quand C — 400, C% — +00)

: _ 2 N2
Am V(Xijlix, ;<o) = B(X;) — E(Xi;)

Ainsi (le passage a la racine carrée est continu)

CE}}}OO 0;j(C) =o(Xij) =1

Un terme de limite 1 fini par étre plus grand que 1/2 et donc non nul. Ainsi 0; ;(C) # 0 pour C
assez grand et

)?m-(C) est bien définie pour C' grand

Il est immédiat que )?”(C) est centrée réduite | et le lemme des coalitions indique, puisque les

X;,j sont indépendantes (pour les i < j), que

Les )A(”(C’) pour 1 <4 < j sont indépendantes

On a enfin Cl+ E(Xi 1 )
- + ijllx, j1<c 2C
Vw € Q, 1X,;(C)(w)] < : =t <
’ 7,i(C) 7,i(C)
et donc
Les )?U(C) sont bornées
On a

Xijlix, <o = Xij(1 = 1x, 15¢)

et en passant a I’espérance
E(Xijlx, 1<c) = E(Xi;) — E(Xij1x, 50) = —E(Xijlx, j150)
On en déduit que

0:,;(C)Xi;(C) = Xij — Xijlx, ;1> + E(Xij11x, >¢)

et ainsi
~ 1 1
Xivj - X%J(C) = Xi,j 1 - 0 C) + O'i,j(c) (Xi,jl\Xi,j|>C - E(1|X¢,j\>0))
Posons
1 1
A(C) = Xi,j 1-— m et B(C) = m <Xi,j1\Xi,j|>C - ]E(1|Xi,j\>0)>
On a alors

(Xij — Xi;(0))? = (A(C) + B(C))? < 2A(C)? + 2B(C)?

On passe a I'espérance et on veut obtenir le fait que les deux termes du membre de droite tendent
vers 0
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2
- E(A(C)?) = (1 — m) (car 1 =V(X;;) = E(ij)) et ce terme est de limite nulle.

N4 (Xz'j1|xij|>c>
0ij(C)?

2 2
or V (Xij1|Xij|>C> =E ((Xij1|Xij|>C> ) —E <<Xij1|Xij\>C>) < E (Xi2j1|Xz‘j|>C> donc

- E(B(C)) = 0 et donc E (B(C)?) = V(B(C)) =

0 <V (Xyjlix, o) SE(XE) ~E (XB1y, pecn)

Ainsi d’apres Q36 et le théoreme d’encadrement : V (Xij1| Xz-j|>C) C2H%, 0 et donc aussi

E(B(C)?) L2t o,

On a donc

clilfooE((Xi’j - Xi;(0)*) =0

Question IV.B

41. Par linéarité et croissance de 'intégrale, on a
1 o I,
Avec le caractere K-lipschitzien de f, ceci donne

i=1 i=1 i=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R” permet d’affirmer que

1
< =
n

E <Z<|f<Ai,n> - f(&,n>|>>

i=1

i ‘Az,n - Kz,n‘ < \/ﬁ i(Az,n - Ki,n)g
i=1

i=1

et avec la question 8

n

—~ 1 1
Ain*Ain S 7Mn*7
;(I : nl) \/ﬁll\/ﬁ T

On en déduit ainsi que
B( LS r ) -2 (230 rE
n — ,n n — ,n

42. Soit € > 0. La question 40 montre que pour C assez grand,

M, (O)l|F

< %E(HMn — M, (O)|r)

E(||M, — My (O)|[3 < n2?

Les 0;,;(C) étant tous de limite 1, les quantités sont toutes plus grandes que 1/2 pour C assez

grand et pour de tels C, la question 38 montre que les )?i,j(C') sont uniformément bornées
(majorées en module par 4C').
On peut donc choisir un C' tel qu’on ait cette propriété de borne uniforme ET simultanément
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E(|| My — My (C)||F) < me.
On fait un tel choix pour C' et on a donc

E (i > f(Am) ~E (i > f(Km>>

On peut aussi utiliser la partie III et affirmer qu’il existe un rang ng tel que

Vn, < Ke

1 e, ~ 1 [
Vi > ng, |E ( Zf(Ai,n)> - / Ffla)V/4—22ds| <e
n im1 2 —9
On a donc finalement
n 2
Vn > no, |E <1 Zf(Ai,n)> - 1/ Fa)a—a? de| < (K +1)e
n = 21 ) o

On a donc montré que

n—-+00

, 1< 1 [?
lim ]E(an(Az,n)> :%/2f(x)\/4—:v2 dx
i=1 -

Question 1V.C

43. La preuve suivante est fournie par Alerandre Bardet.
L’idée essentielle est de se ramener au segment [—2,2], sur lequel on peut approcher f par une
fonction de classe C! et donc lipschitzienne.
L’objectif est de majorer en module la quantité

1 o 1 [?
Un=E (3 fhi) | = 57 [ f@Vi—a?da
i=1 -

On fixe € > 0 que l'on choisit tel que € < 2 (la raison en apparait ensuite).

Par théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P telle que || f — Pl[oo (2] < €.
On note ¢ la fonction telle que Vo < =2, g(x) = P(-2), Vz € [-2,2], g(xz) = P(x) et Va >
2, g(x) = P(2). On obtient ainsi une fonction g qui est lipschitzienne sur R. De plus, en notant
M une borne pour |f|, alors pour tout = on a |f(x) — g(x)| < 2M + 2 = B (borne indépendante
de €).

On découpe U, en trois morceaux : U, = V,, + W,, + X,, avec

Vo=E (i > (- g)(Az-,rJ)

i=1

1 & 1 [?
W,=E <n Zg(ALn)) — /2g(x)\/4 — 22 da

. 2w
=1

2

1 2
X, = /_2(9— HNx)v4—a?dx

- D’apres la question précédente, W,, — 0 et est plus petit en module que € pour n assez
grand, disons n > nj.

- [ Xn| < f = glloo,[—2,27m0 < e
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- Pour s’occuper de V;,, on va distinguer selon I'appartenance de A; ,, & [—2,2]. On écrit donc
que

i=1 i=1

On a immédiatement
1 n
Vil <= S E (1~ 9)(Ain)lLpn, ) <&
i=1

On a vu que f — g est bornée sur R, majorée en module par B, et ainsi

B & B &
V| < o ;E <1|Ai7n|>2> = ;E (1r\(—2,2(Ain))

Soit h la fonction nulle [-2 4 ¢,2 — ¢], valant 1 hors de [—2, 2] avec raccord affine de sorte
a assurer la continuité. C’est une fonction bornée et lipschitzienne (le rapport dépend bien
sur de g, en 'occurrence il vaut 1/¢). De plus 1g\[—2,2) < h. Ainsi

B n
Vil < D _E(h(Ain
1=1

La question précédente montre que

lim ZE Ain) 27r/ t)V4 7t2dt<—

n—+oo n

Pour n assez grand, disons n > ng, le majorant de |V}/| est donc plus petit que %.

On a finalement oB
Vn > max(ni,ng), |Uy| < <3 + ) €
T

et U, — 0.

La loi du demi-cercle est vraie dans le cas général‘
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