
TD entraînement n�10. Corrigé

Exercice A

1) a) Soit F une primitive de f . La dérivée de t 7�! F (t+ T )� F (t) est nulle, donc t 7�!
R t+T
t

f(u) du est constante.

b) Les solutions de (H) sont les x(t) = k eA(t), avec k 2 R. Il existe donc une solution non nulle T -périodique ssi eA(t) est

T -périodique, c�est-à-dire ssi A(t) est elle-même T -périodique.

Or, par a), A est T -périodique ssi sa valeur moyenne est nulle. Donc A est T -périodique ssi � = 0:

2) a) Par la méthode de variation des constantes, on pose x(t) = z(t)eA(t): L�équation (E) s�écrit z0(t) = b(t)e�A(t):

Donc les solutions de (E) sont les x(t) = eA(t)(k +
R t
0
b(u)e�A(u) du):

b) On a vu au 1) que A(t+ T ) = A(t) + �. Donc x(t+ T ) = eA(t)e�(k +
R t+�
0

b(u)e�A(u) du):

Posons � =
R�
0
b(u)e�A(u) du: On a

R t+�
�

b(u)e�A(u) du =
R t
0
b(u)e�A(u)�� du:

On en déduit x(t+ T ) = eA(t)(e�k + e�� +
R t
0
b(u)e�A(u) du) = x(t) + eA(t)(e�k + e��� k):

Si � = 0, toute solution est périodique si � = 0, et aucune si � 6= 0:

Si � 6= 0, il existe une seule solution périodique, correspondant à k = e��
1�e� :

Meilleure solution : Si x est solution alors la fonction t 7�! x(t+ T ) est solution de (E). Or, on sait (cf problème

de Cauchy-Lipschitz que toute solution est entièrement déterminée par sa valeur en t = 0). Donc (8t 2 R; x(t) = x(t+ T ))

ssi x(0) = x(T ).

Or, avec x(t) = eA(t)(k +
R t
0
b(u)e�A(u) du), on a x(0) = k et x(T ) = e�(k + �). On conclut aisément.

Exercice B
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2) a) Supposons (ii).

Par l�inégalité de Taylor-Lagrange, on a : 8x 2 [��; �], jf(x)� Pn(x)j �M: (A jxj)n+1:

On prend R = min
�
1

A
; �

�
> 0: Alors 8x 2]�R;R[, f(x) = limn!+1 Pn(x), c�est-à-dire

8x 2]�R;R[, f(x) =
+1X
k=0

f (k)(0)

k!
xk, c�est-à-dire f DSE en 0 sur ]�R;R[

b) On considère � < R. La suite (ak�k)k2N est bornée (par dé�nition de R).

Il existe donc K tel que jakj �
K

�k
:

Or, on a :
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Donc, pour jxj < �,
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On conclut alors par 1) a) :

On choisit � tel que 0 < � < �: On a 8n 2 N, 8x 2 [��; �], g
(n)(jxj)
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