TD entrainement n°8. Corrigé
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2.a) Posons u,(x) = CErrEs bien définie et continue sur R\ 7Z pour tout n € Z.
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Pour z fixé, u,(z) = O <2> lorsque n tend vers 400 et vers +oo, donc la série converge.
n

Soient m € Z. Soit un segment [a,b] C|mm, (m + 1)7[.
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(b —nm)?2’
Donc les séries > . un(x) et Y o un(x) convergent normalement sur [a, b].

Alors Vn > m+ 1, 0 < up(x) < et pour tout n < m, 0 < uy(x) <

(a —nm)?

On en déduit que S est continue sur R \ 7Z.
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2 = EmeZ (

ﬁ _1_7)2, avec le changement de variable m =n — 1.
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2‘b) S(QZ‘ + 7T) = ZnEZ
Donc S(z + 7) = S(x), c’est-a-dire S est m-périodique.

2.c) Par a), f est continue sur R\ 7Z. Par b), f est m-périodique. Donc pour prouver que f est prolongeable par

continuité sur R, il suffit de prouver que f est prolongeable par continuité en = 0.
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On a S(x) = ol R(x), avec R(x) =", .+ @ —nm)?
Par le méme raisonnement qu’au 3.a), R est continue sur | — 7, 7|.
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Par 1), lim,_, - =
ar 1), limg 0,220 (sinx) 2 3
Donc lim, 420 f(2) = 3 R(0). Donc f prolongeable par continuité en z = 0. D’ou le résultat.
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3.a) Il est essentiel de noter que si z € [—a,al, alors g € [—a,a] et € [~a,a], car T € [—a,a].

1 2M, M,
On en déduit que Yz € [—a,a], |f(x)] = i ‘f (g) + f <$—;W>‘ < T = o

M,
Donc M, < 7“, et on en conclut M, = 0.
3.b) Comme R est la réunion des [—a, a], avec a > 7, alors f est identiquement nulle sur R.

4. On considére la fonction f définie au 3.
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On peut noter que pour tout x ¢ 7Z, alors B ¢ w7 et
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On vérifie que © — ( ) et x — S(x) vérifient la relation du 4) :

En effet, on a d’une part

<né/2)) * <n</21+7r/2>> - (ném) * <<1/2>) - <sin<m/2>lcos<w/z>)2




Or, sin(z/2) cos(z/2) = %sin(x), donc ( ! 5 /2)>2. - 4( ! )2.

sin(z/2) cos sin(z)
T T+m 4 4
Et d’aut t,S(—) S = R — =45(x).
autre pat 2 + < 2 ) 2z (z — 2nm)? + ez (x — (2n+ 1)7)? (@)
Par linéarité, f vérifie la relation sur R\ 7Z.
Par continuité de f et par passage a la limite, f vérifie la relation sur R.
Par 4.b), f est identiquement nulle. D’ou le résultat.
5. - On pose ¢y (z) = -t Y ome <a: ——t n n7r> =+ Do R
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On a P O4oo <nQ>’ donc il existe ¢(z) = limy,— 400 P () = - + Sk PRl
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Pour tout = € [—mm, mn], Yn > m, PR < (= )
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O déduit ———— est conti sur [— .
n en déduit que x+— > —3 2,3 est continue sur [—mm, mr]

Donc ¢ est continue sur | — mm,mn[\7Z (on ajoute une somme finie de fonctions continues).

Comme m est arbitraire, ® est continue sur R \ 7Z.

- Montrons que ¢ est w-périodique.
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En faisant tendre z vers +o0, on obtient ¢(x + 7) = ¢(z).
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- On a Vz E]O,ﬂ[,( > =

sin x n=Tee
La série de fonctions du second membre converge normalement sur tout segment.

On peut donc intégrer terme a terme sur [0, z], ot = €] — m, 7[.

cos —1
On obtient : Vx €]0, [, —— T :io_oo ——— + K, ou K est constante.
sin (x — nm)
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Ainsi, Vz €]0,7[, —— = ®(x) + K, ou K est constante.
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On a =-+Rx)+K,ouR(z)=> 1> "
sin a:+ (z) + (z) =1 g2 _ p2x2

La convergence de la derniére est normale au voisinage de 0, donc R est continue en 0.

BT _ 0. Comme R(0) =0, alors K = 0. Donc Vz €]0, 7|, BT o(z).
sin sinx

On sait que lim; .0 z>0

Comme les deux membres de I’équation sont m-périodiques, la relation est vraie sur R \ 7Z.



