
TD entraînement n�6. Corrigé

1. Posons un =
nrzn

n!
: On a limn!+1

����un+1un

���� = 0. Par de D�Alembert, la série converge pour tout z:
2. On utilise le théorème du transfert : On a 8n 2 N, n

r

xr
P (Yx = n) =

nr

n!
xn�re�x.

La série
P nr

n!
xn�re�x =

e�x

xr
P nr

n!
xn converge d�après la question 1).

Par le théorème du transfert, (Zx)r est donc d�espérance �nie, et E((Zx)r) =
e�x

xr
P+1
n=0

nr

n!
xn:

Comme r n�est pas nul, le terme en n = 0 est nul. Donc E((Zx)r) =
e�x

xr
Sr(x):

3. On sait par le cours que E(Xx) = V (Xx) = x:

Donc E(Zx) = 1 et V (Zx) =
1

x
: On utilise alors l�inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P
�
jZx � 1j � x�1=3

�
� V (Zx)

x�2=3
=

1

x1=3
! 0 lorsque x! +1

4. On a P (Zx � 1� x�1=3) = P ((Zx)r � (1� x�1=3)r), car tous les termes considérés sont positifs.

Par l�inégalité de Markov, P ((Zx)r � (1� x�1=3)r) �
E((Zx)

r)

(1� x�1=3)r
, qui est l�inégalité demandée.

D�autre part, P (Zx < 1� x�1=3) � P
�
jZx � 1j � x�1=3

�
: Par 3), on a donc limx!+1 P (Zx < 1� x�1=3) = 0.

Donc limx!+1 P (Zx � 1� x�1=3) = 1: On conclut en notant qu�on a aussi limx!+1(1� x�1=3)r = 1.

5. Considérons HN (Z) =
QN�1
k=0 (Z � k) polynôme d�indéterminée z. On a Yx;N = HN (Xx):

On considère la série
P+1
n=0HN (n)P (Xn = n) =

P
n(n� 1):::(n�N + 1)

xn

n!
e�x:

Cette série converge, donc par le théorème du transfert, Yx;N est d�espérance �nie.

On a E(Yx;N ) =
P+1
n=N n(n� 1):::(n�N + 1)

xn

n!
e�x =

P+1
n=N

xn�N

(n�N)!e
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xm

m!
e�x = xN :

Mieux : On a en fait pour toute v.a. entière de moment d�ordre N �ni :

E(HN (X)) = G
(N)
X (1) , car 8t 2 [�1; 1], G(N)X (t) =

P+1
n=N n(n� 1):::(n�N + 1)P (X = n)tn�N .

Ici, GXx(t) = exp(x(t� 1)), donc G
(N)
X (1) = xN :

6. Les polynômes H0; :::;HN sont des polynômes de degrés échelonnés, donc forment une base de RN [Z]:

Donc ZN 2 Vect(H0;H1; :::;HN ), c�est-à-dire qu�il existe (ak)1�k�N tels que ZN =
PN
k=0 akHk(Z):

En considérant les termes en ZN , on a aN = 1: Comme ZN =
PN
k=0 akHk(Z), alors (Xx)

N =
PN
k=0 akYx;k:

b) On a E((Zx)N ) =
1

xN
PN
k=0 akE(Yx;k):

Or, par 5), on a E(Yx;k) = xk. Donc E((Zx)N ) =
1

xN
PN
k=0 akx

k = aN +O+1

�
1
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�
= 1 +O+1

�
1

x

�
:

7. a) On étudie la fonction ' : t 7�! ts � s(t� 1)� 1 sur ]0;+1[:
On a '0(t) = s(ts�1 � 1). Comme s� 1 < 0, alors ' décroît sur ]0; 1] et croît sur [1;+1[:
Comme '(1) = 1, alors ' est positive.

Remarque : En fait, ' est convexe ('00 > 0), donc ' est au-dessus de sa tangente en t = 1:

b) On a donc (Zx)r = (Zx)N (Zx)s � s(Zx)N (Zx � 1) + (Zx)N = (1� s)(Zx)N + s(Zx)N+1:

8. Par 6), on a 8N 2 N, E((Zx)N )! 1 lorsque x! +1. Donc limx!+1(1� s)(Zx)N + s(Zx)N+1 = 1:

En utilisant les inégalités du 7) b) et du 4), on obtient par pincement limx!+1E((Zx)r) = 1.

Par 2), E((Zx)r) =
e�x

xr
Sr(x), donc Sr(x) �x!+1 xrex.



Exercice B

Par Bienaymé-Tchebychev, on a limn!+1 P (jX � �j � �) = 0:
Or, par le lemme ci-dessous, on a jE(f(Xn))� f(�)j � "+ 2 kfk1 P (jXn � �j � �):
Donc pour n assez grand, jE(f(Xn))� f(�)j � 2": D�où le résultat.

Lemme : Soit X une variable aléatoire réelle.

On a jE(f(X))� f(�)j � "+ 2 kfk1 P (jX � �j � �).

dem du lemme : On a jE(f(X))� f(�)j = jE(f(X)� f(�))j � E(jf(X)� f(�)j)
On a donc jE(f(X))� f(�)j � E(Y ), où Y = jf(X)� f(�)j � 2 kfk1 et Y est bien d�espérance bornée.

Considérons A l�événement jX � �j � �:
On a alors Y = Y:1A + Y:1A � ":1A + 2 kfk1 :1A:
Donc E(Y ) � " P (A) + 2 kfk1 P (A) � "+ 2 kfk1 P (A), d�où le résultat:


