TD entrainement n°6. Corrigé
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1. Posons u, = = 0. Par de D’Alembert, la série converge pour tout z.

n" n"
2. On utilise le théoréme du transfert : On a Vn € N, —P(Y; =n) = —a" e "
x
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n" et n"
La série | —a" "e™" = —= 3" —a" converge d’aprés la question 1).
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e ” n"
Par le théoréme du transfert, (Z;)" est donc d’espérance finie, et E((Z;)") = - o ﬁx”
e—fE
Comme r n’est pas nul, le terme en n = 0 est nul. Donc E((Z;)") = —S,(z).
x

3. On sait par le cours que E(X,) =V (X,) = x.

1
Donc E(Z;) =1 et V(Z;) = —. On utilise alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
x
. V(Z 1
P (|Zw 1>z 1/3) < x(2/$3> = i — 0 lorsque z — 400
4. Ona P(Z, > 1—a7'3) = P((Z,)" > (1 —z~'/3)"), car tous les termes considérés sont positifs.
E((Zy)"
Par l'inégalité de Markov, P((Z,)" > (1 — 2z~ /3)") < M, qui est I'inégalité demandée.
-z

D’autre part, P(Z, <1—z"1/3) <P (\Z$ -1/ > x*1/3) . Par 3), on a donc lim,_ oo P(Z, < 1 — 2z~ 1/3) = 0.
Donc limy 400 P(Z, > 1 — m_l/?’) = 1. On conclut en notant qu’on a aussi lim,_, (1 — x_l/?’)’" =1.
5. Considérons Hy(Z) = [[n_g (Z — k) polynéme d’indéterminée z. On a Y, y = Hy(X,).
n
On consideére la série Y7°% Hy(n)P(X, =n) =Y n(n —1)..(n — N + l)x—'e*”’.
n!

Cette série converge, donc par le théoréme du transfert, Y, n est d’espérance finie.

+00 z” too 2" N gtoo T N
OnaE(Y,n)=>_ ynn—-1)..(n—N+ 1)He_x => 2N me” =z ) % me_‘” =z,
Mieux : On a en fait pour toute v.a. entiére de moment d’ordre N fini :
E(Hy(X)) =G 1), car vt € [-1,1], G (t) = SSHS n(n — 1)...(n — N + 1)P(X = n)t» .

n=
Ici, Gx,(t) = exp(z(t — 1)), donc Ggév)(l) =z,

6. Les polynémes Hy, ..., Hy sont des polynomes de degrés échelonnés, donc forment une base de Ry[Z].
Donc ZV € Vect(Hy, Hy, ..., Hy), cest-a-dire qu'’il existe (ak)1<k<n tels que N = Z{c\f:o arHy(Z).

En considérant les termes en ZV, on a ay = 1. Comme ZN = Zgzo apHy(Z), alors (X,)N = Zgzo apYy k-
b) Ona B(Z)Y) = — S g aeB(Ye).
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Or, par 5), on a E(Y, ;) = z¥. Donc E((Z,)") = — SV oartt =an + 04 <) =14+ 040 <> .
x x x

7. a) On étudie la fonction ¢ : t —— t* — s(t — 1) — 1 sur ]0, +o0].
On a ¢/(t) = s(t*~1 —1). Comme s — 1 < 0, alors ¢ décroit sur |0, 1] et croit sur [1,4o0].
Comme ¢(1) = 1, alors ¢ est positive.

Remarque : En fait, ¢ est convexe (¢” > 0), donc ¢ est au-dessus de sa tangente en ¢t = 1.
b) On a donc (Z,)" = (Z)N(Z2)* < s(Ze)N(Zy — 1) + (Zo)N = (1 — 5)(Zo)N + s(Z,)NHL.
8. Par 6), on a VN € N, E((Z;)") — 1 lorsque  — +00. Done limy o0 (1 — 8)(Zz)N + s(Z,)N ! = 1.
En utilisant les inégalités du 7) b) et du 4), on obtient par pincement lim,_, 4~ E((Z;)") = 1.
o

Par 2), E((Z;)") = Sy(x), donc Sp(x) ~gp—too x"€”.
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Exercice B

Par Bienaymé-Tchebychev, on a lim,, 4o P(|X — p| > ) = 0.
Or, par le lemme ci-dessous, on a |[E(f(X,)) — f(p)] < e+ 2|/ fllo P(Xn —p| > a).
Donc pour n assez grand, |E(f(X,)) — f(p)| < 2e. D’ou le résultat.

Lemme : Soit X une variable aléatoire réelle.

On a |B(F(X)) — f(1)] <=+ 2]/l PUX -l > a).

dem du lemme : On a |E(f(X)) — f(p)] = [E(f(X) = f()] < E(f(X) = F(n)])
On a donc |[E(f(X)) — f(p)| S E(Y),onY =|f(X) — f(u)] < 2| f]lo et Y est bien d’espérance bornée.

Considérons A I’événement | X — u| < a.

Onaalors Y =Y.14+ Y15 <elg+2|f| . 13

Donc E(Y) <e P(A)+2|fll, P(A) <e+2|fll,, P(A), dou le résultat.



