TD entrainement n°3. Corrigé

Majoration de ’erreur dans l’interpolation de Lagrange

1) a) On considére ap < a1 < ag < ... < a, les zéros de .
Par Rolle, ¢’ admet au moins un zéro dans chaque intervalle |aj_1, ax[, avec 1 < k < n.

Comme les intervalles |ag, ap41] sont deux a deux disjoints, ces n zéros sont distincts.

b) Par récurrence simple sur k € {0,1,...,n — 1}, on montre avec a) que ¢*) admet au moins (n — k + 1) zéros.

Donc ¢(™ admet au moins un zéro.

n pren = g(x)
2) a) On prend A = s e —an)’

b) ¢ s’annule en les a; et en x, donc par 2) que ©(™ admet au moins un zéro ¢ € I.

¢) Comme t — (t — a1)(t — a2)...(t — a,) est un polyndome unitaire de degré n, sa dérivée n-iéme vaut n!

(n)
Done ¢)(t) = ) (1) ~ Anl, dion A= & 1)

(n)
Comme ¢(x) = 0, on obtient g(x) = J n'(c) (x —a1)(x — ag)...(x — ap).

3) La fonction g :  — f(x) — P, (x) s’annule en les (n+ 1) points a;. On déduit de 3) (en remplagant n par (n+1))
que pour tout = € I\ {ag, a1, ...,a,}, il existe ¢ € I tel que

g™ (c)

f(z) — Py(z) = e (x —ao)(z —a)...(x — ap)

Enfin, on a ¢"*Y) = f(+1) d’ou le résultat pour tout z € I\ {ag, ay, ..., an}.

La propriété est immeédiate pour z € {ag, ay, ..., a,}, car dans ce cas les deux termes sont nuls (tout ¢ convient).
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4) Vu 3), il suffit de prouver que Vz € [0, 1],

p—1

Soit = € [0, 1]. Il existe p € [1,n] tel que <z
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Or, (";1) > (n+1), donc 72 D D)

5) Surtout ne pas chercher a calculer @, par la formule bien connu avec les polynémes de Lagrange !!!

Donc

, ’est-a-dire pl(n + 1 — p)! < nl. D’ou le résultat.

Par la formule, on a bien que P,(a;) = f(a;) et P,(—a;) = f(—a;) pour tout i € {1,2,...,n}.

Il s’agit donc maintement de prouver que P, est un polynéme et que son degré est < 2n.
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Posons Qn(z) =1 -], (W) .On a deg@, < 2n.
Il reste & prouver que X2 + o2 divise @Q,,. Il suffit pour cela de vérifier que @, (i) = Qn(—ai) = 0, ce qui est aisé.

On en déduit que P, est un polynoéme de degré < 2n — 2. D’ou le résultat.

6)3‘)1—[?1( Hz 1(1_“.1\(14_.».1\_/.”.1\’%




(2n+1)!
(n+ 1)2n+1°

1\ 2ntl
b) On a (2n + 1)! ~ /27(2n + 1)(2n 4 1) le= @D /4rn(2n)?"Hle=2" car <1 + 2> —e.
n

En multipliant numérateur et dénominateur par (n + 1), on obtient bien

Et (n 4 1)%" ~ e2n?",

vV 47 n(2n)2" 16 2n 2 In+2
n 2 _
Donc ﬁnalement, | |Z 1 (1 — ai) ~ 62712” = ™™ o .

-\ 2
7) a) %ln (Rp(a)) = %Z?:l In ((;) + a2> est une somme de Riemann de ¢(t) = In(t? + o?).

Comme ¢ est continue sur [0, 1], alors lim,, 100 — In (Ry () = fol In(¢? + o?) dt.
n
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b) Par IPP, on a J(a) = [t In(t? + (12)]3 - fol 21 a2 dt.
o

22 202 1 a? 1 dt/a 1
Onam:2—t2+a2,etf0 o dt:afomdt:aarctan -
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On en déduit J(a) = In(1 + a?) — 2 + 2a arctan <> .
a

Donc limg—0,0>0 Ja@)=0—2+2x T _ —92.
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Ona A, =7 () (14 0(1)), donc limy,— 400 - InA, =2In (e) )
e

2 1
Comme 2In <) =2In2—2 > —2, alors pour a > 0 assez petit, lim, .10 —(In A, —In Ry, (cx)) > 0.
e n

Dans ce cas, lim,, ;oo (In A, — In Ry, (a)) = 400, et ainsi lim, 4 o0 | fn(1) — Pn(1)| = +o0.



