TD entrainement n°2. Corrigé

Exercice A

1 1
1)OnaBi =X [jtdi=X—get By=X"—X — [[(*~t) dt = Xt

Remarque : Soit n > 1. Supposons que B,,_1 existe et notons A, une primitive de B,,_1.
Par la relation B], = nBy,,_1 , le polynéme B,, est défini & une constante pres :

Il existe donc A € R tel que B,, = nA,, + \.

Jo B 'B W(t)dt =0 ssi A=n fo t)dt. Donc B, est entierement déterminé par B,,_1.

Par le principe de définition d’une suite par récurrence, on en déduit qu’il existe bien une unique suite (Bj)nen
vérifiant les propriétés de I’énoncé

2) Par deux intégrations par parties successives, on obtient :

1) dt = [f(t)Bl(t)]é — S OB 5 i £ 0B .

Or, ona: [f(t)Bi(t)]y - %[f’(t)Bz(t)]é (fO)+ (1) = 15 (') - £(0)).

On obtient finalement : fol f®)dt == (f(0)+ f(1)) — —=(f(1) — f(0)) + % fol 1" (t)Ba(t) dt.

Ro = [} f(t)Bo(t) dt = [f()BL(t)]§ — [, f'()B
1
2

)

1
3) Une étude de la fonction By : [0,1] — R ¢ +— 2 —t + 5 montre que son image est [— 1276

1
On en déduit que pour tout ¢ € [0,1], on a |Ba(t)| < 5
4) a) On applique la formule du 2) a la fonction f(t) = g(t + k), ou k € {1,2,...,n — 1}.
kL 1 L., 1y
Ona: [ = [} g(t+k) =5 (9(k) +g(k+1)) = 5(g'(k+1) = g'(k) f (t + k) Ba(t) dt.

En sommant les égalités de k =1 a (n — 1), on obtient :

n n—1 1
| st =3 <g<k>+g<k+1>)—112<g'<n>—g’<1>>+;k§j:1 | e+ mma a

1
Comme Y771 (g(k) 4+ g(k + 1)) = S7=1 g(k) — 5(9(1) + g(n)), on obtient en réordonnant les termes :

avec

n—1 .1
1 1
R, — _2k§_:1/0 §'(t + k) Ba(t) dt

1
Par I'inégalité de la moyenne et par 1), on a ’fl "t + k)Bg(t)dt‘ < 6 fol lg" (t + k)| dt.

Donc

1 = [ " 1 [ " 1 "
R, < — t+k)|dt=— / t dt:/ t)| dt.
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b) On prend g(t) = vt. On a, par b), >} Vk = [ \fdt—i— (V1++/n)+ (\}ﬁ—l>+Rn,
avec |Ra| <~ [ ()t = = (5/(1) — ¢/()) < o (o/(1) = i
Donc

- 2 1
> VE= gn?’/2+ SVt S
k=1

avec |Syp| < + ﬂ + , donc S,, = O(1).

Exercice B

1) On peut écrire Zle wa; = 6 en coordonnées : on obtient un systéme de n équations.
Donc le systeme Y b, p;a; = 0 et P 1 1; = 0 est un systéme de (n + 1) équations et p inconnues.

Comme p > n + 1, le systéme admet une solution non nulle.

2) Rappel : z est valeur moyenne des b;, avec 1 <14 < m ssi il existe (o;)1<i<m tel que

m m
:L’:Zozibi, avec Zaizlet Vie[l,m], a; >0
i=1 i=1

Ici, on a |z =Y P (N — Ou;)ai| et D (Ni —Op;) =1 pour tout 6 € R .

On souhaite trouver 6 tel que Vi, \; — Ou; > 0 et i, A\j — O, = 0.

On note A ’ensemble non vide des i € [1,p] tel que p; > 0 (il est non vide car > u; = 0),
)\ .

On prend j € A tel que = soit minimum.

Hj

)\,
On prend § = ~Z. On a alors ), —Op; =0et Vi, \j —0p; >0 (sip; <0, N\j — Op; > N > 0).
Hj

On écrit ainsi  comme barycentre d’au plus (p — 1) points a;.

Remarque : Ainsi, la valeur minimale de p vérifie p < n + 1, ce qui justifie la propriété énoncé en préambule.
3) On considere T' = {(Ag, ..., \p) € R[S0 N\, =1 et Vi € [0,n], A; > 0}.

La partie T est un compact de R™*! ( = borné et stable par passage a la limite).

Donc K = A" x T est un compact de (R?)"+1 x RO+,

On considére f définie sur K = A" x T par

f ((ao, ceey an)? (A07 ceey An)) = Z)\zaz
=0

Par 2), f(K) = C(A) et par Weierstrass, f(K) est un compact. D’ou le résultat.



