
TD entraînement n�2. Corrigé

Exercice A

1) On a B1 = X �
R 1
0 t dt = X � 1

2
et B2 = X2 �X �

R 1
0 (t

2 � t) dt = X2 �X +
1

6
:

Remarque : Soit n � 1: Supposons que Bn�1 existe et notons An une primitive de Bn�1.

Par la relation B0n = nBn�1 , le polynôme Bn est dé�ni à une constante près :

Il existe donc � 2 R tel que Bn = nAn + �:R 1
0 Bn(t)dt = 0 ssi � = n

R 1
0 An(t)dt: Donc Bn est entièrement déterminé par Bn�1:

Par le principe de dé�nition d�une suite par récurrence, on en déduit qu�il existe bien une unique suite (Bn)n2N

véri�ant les propriétés de l�énoncé

2) Par deux intégrations par parties successives, on obtient :

R0 =
R 1
0 f(t)B0(t) dt = [f(t)B1(t)]

1
0 �

R 1
0 f

0(t)B1(t) dt = [f(t)B1(t)]10 �
1

2
[f 0(t)B2(t)]10 +

1

2

R 1
0 f

00(t)B2(t) dt:

Or, on a : [f(t)B1(t)]10 �
1

2
[f 0(t)B2(t)]10 =

1

2
(f(0) + f(1))� 1

12
(f 0(1)� f 0(0)) :

On obtient �nalement :
R 1
0 f(t)dt =

1

2
(f(0) + f(1))� 1

12
(f 0(1)� f 0(0)) + 1

2

R 1
0 f

00(t)B2(t) dt:

3) Une étude de la fonction B2 : [0; 1]! R t 7�! t2 � t+ 1
6
montre que son image est [

�1
12
;
1

6
]:

On en déduit que pour tout t 2 [0; 1], on a jB2(t)j �
1

6
:

4) a) On applique la formule du 2) à la fonction f(t) = g(t+ k), où k 2 f1; 2; :::; n� 1g:

On a :
R k+1
k g(t) dt =

R 1
0 g(t+ k) dt =

1

2
(g(k) + g(k + 1))� 1

12
(g0(k + 1)� g0(k)) + 1

2

R 1
0 g

00(t+ k)B2(t) dt.

En sommant les égalités de k = 1 à (n� 1), on obtient :

Z n

1
g(t)dt =

1

2

n�1X
k=1

(g(k) + g(k + 1))� 1

12
(g0(n)� g0(1)) + 1

2

n�1X
k=1

Z 1

0
g00(t+ k)B2(t) dt

Comme
Pn�1
k=1 (g(k) + g(k + 1)) =

Pn�1
k=1 g(k)�

1

2
(g(1) + g(n)), on obtient en réordonnant les termes :

nX
k=1

g(k) =

Z n

1
g(t) dt+

1

2
(g(1) + g(n)) +

1

12
(g0(n)� g0(1)) +Rn

avec

Rn = �
1

2

n�1X
k=1

Z 1

0
g00(t+ k)B2(t) dt

Par l�inégalité de la moyenne et par 1), on a
���R 10 g00(t+ k)B2(t)dt��� � 1

6

R 1
0 jg

00(t+ k)j dt:

Donc

jRnj �
1

12

n�1X
k=1

Z 1

0

��g00(t+ k)�� dt = 1

12

n�1X
k=1

Z k+1

k

��g00(t)�� dt = 1

12

Z n

1

��g00(t)�� dt:



b) On prend g(t) =
p
t. On a, par b),

Pn
k=1

p
k =

R n
1

p
tdt+

1

2
(
p
1 +

p
n) +

1

24

�
1p
n
� 1
�
+Rn;

avec jRnj � �
1

12

R n
1 g

00(t)dt =
1

12
(g0(1)� g0(n)) � 1

12
(g0(1) =

1

24
:

Donc
nX
k=1

p
k =

2

3
n3=2 +

1

2

p
n+ Sn

avec jSnj �
1

2
+
1

24
+
1

24
, donc Sn = O(1):

Exercice B

1) On peut écrire
Pp
i=1 �iai =

�!
0 en coordonnées : on obtient un système de n équations.

Donc le système
Pp
i=1 �iai =

�!
0 et

Pp
i=1 �i = 0 est un système de (n+ 1) équations et p inconnues.

Comme p > n+ 1, le système admet une solution non nulle.

2) Rappel : x est valeur moyenne des bi, avec 1 � i � m ssi il existe (�i)1�i�m tel que

x =
mX
i=1

�ibi, avec
mX
i=1

�i = 1 et 8i 2 [[1;m]], �i � 0

Ici, on a x =
Pp
i=1(�i � ��i)ai et

Pp
i=1(�i � ��i) = 1 pour tout � 2 R .

On souhaite trouver � tel que 8i, �i � ��i � 0 et 9 i, �i � ��i = 0:

On note � l�ensemble non vide des i 2 [[1; p]] tel que �i > 0 (il est non vide car
P
�i = 0),

On prend j 2 � tel que
�j
�j
soit minimum.

On prend � =
�j
�j
. On a alors �j � ��j = 0 et 8i, �i � ��i � 0 (si �i < 0, �i � ��i � �i � 0).

On écrit ainsi x comme barycentre d�au plus (p� 1) points ai.

Remarque : Ainsi, la valeur minimale de p véri�e p � n+ 1, ce qui justi�e la propriété énoncé en préambule.

3) On considère T = f(�0; :::; �n) 2 Rn+1 j
Pn
i=1 �i = 1 et 8i 2 [[0; n]], �i � 0g.

La partie T est un compact de Rn+1 ( = borné et stable par passage à la limite).

Donc K = An+1 � T est un compact de (Rn)n+1 � R(n+1):

On considère f dé�nie sur K = An+1 � T par

f ((a0; :::; an); (�0; :::; �n)) =

nX
i=0

�iai

Par 2), f(K) = C(A) et par Weierstrass, f(K) est un compact. D�où le résultat.


