
TD entraînement n�1

Exercice A (inspiré du sujet écrit X 2023 )

On note E l�ensemble des fonctions continues f dé�nies de [0; 1] dans R et véri�ant

8x 2 [0; 1], f(x) � 0 et
Z 1

0
f(x) dx = 1

Soient f et g 2 E . On pose 8x 2 [0; 1]; hf; gi =
R 1
0 f(x)g(x) dx et kgk1 = sup[0;1] jgj :

1) Soient g1 et g2 2 E. Montrer que jhf; g1i � hf; g2ij � kg1 � g2k1 :

Soit f 2 E. On suppose qu�il existe c > 0 tel que 8x 2 [0; 1]; f(x) � c:

2) Montrer que c � 1:

3) Soient f; g1 et g2 2 E. Montrer que jhf; g1i � hf; g2ij � (1� c) kg1 � g2k1 :

Exercice B. Dérivation discrète dans les polynômes

1) On considère l�endomorphisme � : R[X]! R[X] dé�ni par �(P )(X) = P (X + 1)� P (X).

a) Déterminer le degré et le coe¢ cient dominant de �(P ): Préciser le noyau de �:

b) Pour n 2 N, on peut donc dé�nir l�endomorphisme �n : Rn[X]! Rn[X] restriction de � à Rn[X].

Expliciter la matrice de �n dans la base canonique B = (1; X;X2; :::; Xn) de Rn[X].

c) Soit Q 2 R[X]. Montrer qu�il existe P 2 R[X] tel que P (X + 1)� P (X) = Q:

d) Montrer que P est unique si on impose de plus P (0) = 0:

2) a) Pour tout p 2 N, on note Rp le polynôme tel que Rp(X + 1)�Rp(X) = Xp et Rp(0) = 0:

Préciser le degré et le coe¢ cient dominant de Rp.

b) On pose Sp(n) =
Pn
k=1 k

p la somme des puissances p-ième des entiers de 1 à n.

Par exemple, S0(n) = n, S1(n) =
Pn
k=1 k =

1
2n(n+ 1) et S2(n) =

Pn
k=1 k

2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1):

Montrer que Sp(n) est un polynôme en n de degré (p+ 1):

3) Formule de Taylor algébrique discrète.

a) Justi�er qu�il existe une unique suite (Hn)n2N telle que H0 = 1 et �(Hn+1) = Hn et Hn+1(0) = 0:

Remarque culturelle : En fait, on peut montrer que Hn = 1
n!X(X � 1):::(X � n+ 1):

b) (F) Montrer que pour tout P 2 R[X], P (X) =
P+1
n=0 �

n(P )(0) Hn(X).

Remarque : La somme est �nie car �n(P ) est nul pour tout entier n > degP:


