TD entrainement n°1
Exercice A (inspiré du suget écrit X 2023)

On note E I'ensemble des fonctions continues f définies de [0, 1] dans R et vérifiant
1
Vz e [0,1], f(z) >0 et / f(z)dz=1
0

Soient | f et g € E|. On pose Va € [0,1], (f,g) = [, f(z)g(x) d et ||gllo, = suppy lg] -

1) Soient g1 et g2 € E. Montrer que |(f, g1) — (f, 92)| < |lg1 — 92 -

Soit f € E. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que Vz € [0,1], f(z) > c.
2) Montrer que ¢ < 1.

3) Soient f, g1 et ga € E. Montrer que |(f,91) — (f,92)| < (1 =¢) [lg1 — g2/l -

Exercice B. Dérivation discréte dans les polynémes
1) On considére 'endomorphisme ¢ : R[X] — R[X] défini par 6(P)(X) = P(X + 1) — P(X).
a) Déterminer le degré et le coefficient dominant de §(P). Préciser le noyau de 0.

b) Pour n € N, on peut donc définir ’endomorphisme 4, : R,,[X] — R, [X] restriction de § a R, [X].
Expliciter la matrice de d,, dans la base canonique B = (1, X, X2, ..., X") de R, [X].

¢) Soit @ € R[X]. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que P(X +1) — P(X) = Q.

d) Montrer que P est unique si on impose de plus P(0) = 0.

2) a) Pour tout p € N, on note R, le polynome tel que R,(X + 1) — Ry(X) = XP et R,(0) =
Préciser le degré et le coefficient dominant de R,,.

b) On pose Sp(n) = > ;_; kP la somme des puissances p-iéme des entiers de 1 a n.

Par exemple, Sp(n) =n, Si(n) =>p_ k= 1in(n+1) et Sa(n) =Y} k* = tn(n+1)(2n+1).
Montrer que Sp(n) est un polynéme en n de degré (p+ 1).

3) Formule de Taylor algébrique discréte.

a) Justifier qu’il existe une unique suite (Hj)nen telle que Hy =1 et §(Hp41) = Hp et Hy+1(0) = 0.
Remarque culturelle : En fait, on peut montrer que H, = LX(X —1)..(X —n+1).

b) (%) Montrer que pour tout P € R[X], P(X) = > §"(P)(0) H,(X).

Remarque : La somme est finie car §"(P) est nul pour tout entier n > deg P.



