
Révision n�2. Développements eulériens. Corrigé

1.a)

On pose fn : [0;+1[! R dé�nie par fn(t) =
�
1� t

n

�n
tx�1 si t � n, et fn(t) = 0 si t � n:

On a pour tout t 2 [0;+1[, limn!+1 fn(t) = tx�1e�t:

Comme ln
�
1� t

n

�
� � t

n
, alors

�
1� t

n

�n
tx�1 � tx�1e�t:

On en déduit que 8n 2 N�, fn(t) � '(t), où '(t) = tx�1e�t:

L�application ' est intégrable sur ]0;+1[ (on suppose connue la fonction �, qui est au programme).

Par convergence dominée, limn!+1
R +1
0 fn(t) dt =

R +1
0 tx�1e�t dt = �(x):

1.b)

On a 8n 2 N�,
R n
0

�
1� t

n

�n
tx� 1 dt = nx

R 1
0 (1� u)

n ux�1 du, avec le changement de variable u =
t

n
:

En intégrant n fois par parties, on a
R 1
0 (1� u)

n ux�1 du =
n� (n� 1)� :::� 2� 1
x (x+ 1) ::: (x+ n� 1)

R 1
0 u

x+n�1 du:

On obtient donc
R n
0

�
1� t

n

�n
tx� 1 dt =

nx n!

x (x+ 1) ::: (x+ n)
: On conclut par a).

2.

On a
�

1

sinx

�2
=
1

x2

�
1� x

2

6
+ o (x2)

��2
=
1

x2

�
1 +

x2

3
+ o (x2)

�
=
1

x2
+
1

3
+ o (1):

Donc limx!0;x 6=0

�
1

sinx

�2
� 1

x2
=
1

3
:

De même,
cosx

sinx
=
1

x

1 + o (x)

1 + o (x)
=
1

x
(1 + o (x)) =

1

x
+ o (1):

Donc
cosx

sinx
� 1

x
= o (1), c�est-à-dire limx!0;x 6=0

�
cosx

sinx
� 1

x

�
= 0:

3.a)

Posons un(x) =
1

(x� n�)2 , bien dé�nie et continue sur R n �Z pour tout n 2 Z.

Pour x �xé, un(x) = O
�
1

n2

�
lorsque n tend vers +1 et vers +1, donc la série converge.

Soient m 2 Z. Soit un segment [a; b] �]m�; (m+ 1)�[.

Alors 8n � m+ 1, 0 � un(x) �
1

(a� n�)2 et pour tout n � m, 0 � un(x) �
1

(b� n�)2 :

Donc les séries
P
n>m un(x) et

P
n�m un(x) convergent normalement sur [a; b].

On en déduit que S est continue sur R n �Z.

3.b)

S(x+ �) =
P
n2Z

1

(x+ � � n�)2 =
P
m2Z

1

(x+m�)2
, avec le changement de variable m = n� 1:

Donc S(x+ �) = S(x), c�est-à-dire S est �-périodique.



3.c)

Par a), f est continue sur R n �Z. Par b), f est �-périodique. Donc pour prouver que f est prolongeable par

continuité sur R, il su¢ t de prouver que f est prolongeable par continuité en x = 0.

On a S(x) =
1

x2
+R(x), avec R(x) =

P
n2z�

1

(x� n�)2 :

Par le même raisonnement qu�au 3.a), R est continue sur ]� �; �[.

Par 1), limx!0;x 6=0

�
1

sinx

�2
� 1

x2
=
1

3
:

Donc limx!0;x 6=0 f(x) =
1

3
�R(0). Donc f prolongeable par continuité en x = 0. D�où le résultat.

4.a)

Il est essentiel de noter que si x 2 [�a; a], alors x
2
2 [�a; a] et x+ �

2
2 [�a; a], car � 2 [�a; a]:

On en déduit que 8x 2 [�a; a], jf(x)j = 1

4

����f �x2�+ f
�
x+ �

2

����� � 2Ma

4
=
Ma

2
:

Donc Ma �
Ma

2
, et on en conclut Ma = 0:

4.b)

Comme R est la réunion des [�a; a], avec a � �, alors f est identiquement nulle sur R.

5.

On considère la fonction f dé�nie au 3.

On peut noter que pour tout x =2 �Z, alors x
2
=2 �Z et x+ �

2
=2 �Z.

On véri�e que x 7�!
�

1

sinx

�2
et x 7�! S(x) véri�ent la relation du 4) :

En e¤et, on a d�une part�
1

sin(x=2)

�2
+

�
1

sin(x=2 + �=2)

�2
=

�
1

sin(x=2)

�2
+

�
1

cos(x=2)

�2
=

�
1

sin(x=2) cos(x=2)

�2

Or, sin(x=2) cos(x=2) =
1

2
sin(x), donc

�
1

sin(x=2) cos(x=2)

�2
: = 4

�
1

sin(x)

�2
:

Et d�autre part, S
�x
2

�
+ S

�
x+ �

2

�
=
P
n2Z

4

(x� 2n�)2 +
P
n2Z

4

(x� (2n+ 1)�)2 = 4S(x):

Par linéarité, f véri�e la relation sur R n �Z.

Par continuité de f et par passage à la limite, f véri�e la relation sur R:

Par 4.b), f est identiquement nulle. D�où le résultat.

6.a)

�N (x) =
1

x
+
PN
n=1

�
1

x� n� +
1

x+ n�

�
=
1

x
+
PN
n=1

2x

x2 � n2�2 :



On a
2x

x2 � n2�2 = O
�
1

n2

�
lorsque n! +1, donc il existe

�(x) = lim
n!+1

�N (x) =
1

x
+
+1X
n=1

2x

x2 � n2�2

6.b)

Pour tout x 2 [�m�;m�], 8n > m,
���� 2x

x2 � n2�2

���� � 2m�

(n2 �m2)�2
:

On en déduit que x 7�!
P
n>m

2x

x2 � n2�2 est continue sur [�m�;m�]:

Donc � est continue sur ]�m�;m�[n�Z (on ajoute une somme �nie de fonctions continues).

Comme m est arbitraire, � est continue sur R n �Z.

Montrons que � est �-périodique.

On a �N (x+ �) =
PN
n=�N

�
1

x+ � � n�

�
= �N (x)�

1

x�N� +
1

x+ (N + 1)�
:

En faisant tendre x vers +1, on obtient �(x+ �) = �(x):

7

On a 8x 2]0; �[,
�

1

sinx

�2
=
P+1
n=�1

1

(x� n�)2 :

La série de fonctions du second membre converge normalement sur tout segment.

On peut donc intégrer terme à terme sur [0; x], où x 2]� �; �[:

On obtient : 8x 2]0; �[, �cosx
sinx

=
P+1
n=�1

�1
(x� n�) +K, où K est constante.

Ainsi, 8x 2]0; �[, cosx
sinx

= �(x) +K, où K est constante.

On a
cosx

sinx
=
1

x
+R(x) +K, où R(x) =

P+1
n=1

2x

x2 � n2�2 :

La convergence de la dernière est normale au voisinage de 0, donc R est continue en 0.

On sait que limx!0;x>0
cosx

sinx
= 0. Comme R(0) = 0, alors K = 0:

Donc 8x 2]0; �[, cosx
sinx

= �(x):

Comme les deux membres de l�équation sont �-périodiques, la relation est vraie sur R n �Z:

8.

On a 8x 2 ]0; �[, g(x) > 0 et ln g(x) = lnx+
P+1
n=1 ln

�
1� x2

n2�2

�
:

La série converge car ln
�
1� x2

n2�2

�
= O

�
1

n2

�
lorsque n! +1.

La série des dérivées
1

x
+
P+1
n=1

2x

n2�2 � x2 converge normalement (par la partie II).

Donc ln g est de classe C1, donc g = exp(ln g) est de classe C1:

On a ainsi
g0(x)

g(x)
= (ln g)0(x) =

1

x
+
P+1
n=1

2x

n2�2 � x2 = �(x):

8.b)



On a x 7�!
P+1
n=1 ln

�
1� x2

n2�2

�
est continue en 0.

Donc x 7�!
Q+1
n=1

�
1� x2

n2�2

�
est continue en 0 (et vaut 1 en x = 0). On en déduit g(x) � x en x = 0:

8.c)

La relation est vraie en x = 0: Les deux termes de l�équation sont des fonctions impaires en x.

Donc il su¢ t de prouver la relation sur ]0; �[.

Or, on a par 5),
sin0 x

sinx
=
g0(x)

g(x)
, c�est-à-dire (ln sin)0(x) = (ln g)0(x):

Donc il existe une constante K > 0 tel que 8x 2]0; �[, sin(x) = Kg(x):

Or, sin(x) � x et g(x) � x en x = 0. Donc K = 1: D�où le résultat.

9.

Soit x 2]0; 1[. On a bien x > 0 et 1� x > 0.

Par 1, on a : �(x) = limn!+1
nx n!

x (x+ 1) ::: (x+ n)
: et �(1�x) = limn!+1

n 1�x n!

(1� x) (2� x) ::: (n� x)(n+ 1� x) :

Donc �(x)�(1� x) = limn!+1
n

(n+ 1� x)
(n!)2

(n� x):::(1� x)x(1 + x) ::: (n+ x) :

Or,
(n� x):::(1� x)x (1 + x) ::: (n+ x)

(n!)2
= x

Qn
k=1

�
k2 � x2
k2

�
= x

Qn
k=1

�
1� x

2

k2

�
:

On a �x 2]0; �[. On sait que sin(�x) = x

�

Qn
k=1

�
1� x

2

k2

�
:

Donc limn!+1
(n� x):::(1� x)x (1 + x) ::: (n+ x)

(n!)2
=

�

sin(�x)
:

Comme limn!+1
n

(n+ 1� x) = 1, on obtient bien �(x) �(1� x) =
�

sin(�x)
:

10

En développant par la formule du binôme, on a Pn(x) = x+ :::+ (�1)n
x2n+1

2n+ 1
:

Ainsi, Pn(x) est un polynôme de degré 2n+ 1: Déterminons les racines complexes de Pn:

On a Pn(x) = 0 ssi
�
1 + ix=(2n+ 1)

1� ix=(2n+ 1)

�2n+1
= 1:

Or,
1 + ix=n

1� ix=n = e
i� ssi i

x

n
=
ei� � 1
ei� + 1

=
i sin(�=2)

cos(�=2)
ssi x = (2n+ 1) tan

�
�k

2n+ 1

�
:

Donc les xk;n = (2n+ 1) tan
�

�k

2n+ 1

�
, avec �n � k � n, sont des racines distinctes de Pn:

Par degré, ce sont les seules et elles sont simples.

De plus, elles sont deux à deux opposées, et 0 est racine. On obtient donc :

Donc Pn(x) = �n x
Qn
k=1(x� xk;n)(x+ xk;n) = �n x

Qn
k=1(x

2 � x2k;n):

Le polynôme s�écrit aussi Pn(x) = �n x
Qn
k=1

 
1� x2

x2k;n

!
:

Comme le coe¢ cient en x de Pn vaut 1, alors �n = 1:



Donc Pn(x) = x
Qn
k=1

 
1� x2

x2k;n

!
, c�est-à-dire Pn(x) = x

Qn
k=1

0BBB@1� x2

(2n+ 1)2 tan

�
�k

2n+ 1

�2
1CCCA :

11.a)�
1 + i

t

n

�
=

r
1 +

t2

n2
exp

�
i arctan

�
t

n

��
:

Donc
�
1 + i

t

n

�n
=

�
1 +

t2

n2

�n
exp

�
ni arctan

�
t

n

��
:

On a
�
1 +

t2

n2

�n
=

�
1 + o

�
1

n

��n
qui tend vers 1 lorsque n tend vers +1:

Et exp
�
ni arctan

�
t

n

��
= exp

�
ni

�
t

n
o

�
1

n

���
qui tend vers eit lorsque n tend vers +1:

D�où limn!+1

�
1 + i

t

n

�n
= eit:

11.b)

Par a), on a limn!+1 Pn(x) =
1

2i

�
eix + e�ix

�
= sinx:

12.a)

On remarque tout d�abord que 8� 2
h
0;
�

2

h
, tan � � � (car tan 0 = 0 et tan0 � 1).

Donc (2n+ 1)2 tan
�

�k

2n+ 1

�2
� (2n+ 1)2

�
�k

2n+ 1

�2
� �2k2:

Supposons jxj � �m:

Pour k � m, on a donc 0 � x2

(2n+ 1)2 tan

�
�k

2n+ 1

�2 � x2

�2k2
� 1:

Donc :

Am(x) �
Qn
k=m+1

�
1� x2

�2k2

�
�
Qn
k=m+1

0BBB@1� x2

(2n+ 1)2 tan

�
�k

2n+ 1

�2
1CCCA � 1:

Or Pn(x) = Pn;m(x)
Qn
k=m+1

0BBB@1� x2

(2n+ 1)2 tan

�
�k

2n+ 1

�2
1CCCA :

Donc Pn(x) est compris entre Pn;m(x)Am(x) et Pn;m(x):

12.b)

On a 8k 2 N, limn!+1(2n+ 1)2 tan
�

�k

2n+ 1

�2
= �2k2:

Comme produit �ni de limites, on a donc limn!+1 Pn;m(x) = x
Qm
k=1

�
1� x2

�2k2

�
:

12.c)



Posons S(x) = Qm(x)Am(x) = x
Q+1
n=1

�
1� x2

n2�2

�
:

Soit x 2 R. Soit " > 0:

On a limn!+1Am(x) = 1: Pour m assez grand, on a jxj � �m et 1� " � Am(x) � 1.

On a

(
S(x) compris entre Qm(x) et Qm(x)Am(x)

Pn(x) compris entre Pn;m(x) et Pn;m(x)Am(x)

On a donc jPn(x)� Pn;m(x)j � " jPn;m(x)j et jS(x)�Qm(x)j � " jQm(x)j :

Or, jPn(x)� S(x)j � jPn(x)� Pn;m(x)j+ jPn;m(x)�Qm(x)j+ jQm(x)� S(x)j :

Donc jPn(x)� S(x)j � " jPn;m(x)j+ jPn;m(x)�Qm(x)j+ " jQm(x)j :

Les familles (Pn;m(x))(n;m)2N et Qm(x) sont uniformément bornées par T (x) = jxj
Q+1
k=1

�
1 +

x2

�2k2

�
:

Donc jS(x)� Pn(x)j � 2"T (x) + jPn;m(x)�Qm(x)j :

Pour n assez grand, on a donc : jS(x)� Pn(x)j � (2T (x) + 1)":

Comme " peut être choisi arbitrairement, limn!+1 Pn(x) = S(x):


