Révision n°2. Développements eulériens. Corrigé
l.a)
t n
On pose f, : [0, +00[— R définie par f,(t) = <1 — ) t*Lsit<m, et fo(t) =0sit>n.
n
On a pour tout t € [0, +-00[, lim,, oo fn(t) = t*"Le~".
¢ t t\" i -1t
CommeIln(1——)<—— alors [1——] 7+ <{¥te™t.
n n n
On en déduit que Vn € N*, f,(t) < ¢(t), ot ¢(t) = t*Le .
L’application ¢ est intégrable sur |0, 4+o00[ (on suppose connue la fonction I', qui est au programme).
Par convergence dominée, lim,,_, | o f0+°° fn(t) dt = 0+°° t*le=t dt = I'(z).

1.b)

t\" t
On a Vn € N*, [ <1 - ) t*=ldt =n" fol (1 —u)" ! du, avec le changement de variable u = —.
n n
nxm—1)x..x2x1

1, z4n-—1
z(@+1) .. (z+n—1) Jou du.

En intégrant n fois par parties, on a fol (1—u)" u* 1 du=

t n
On obtient donc fon <1 — > -l dt =

nZn!

z(x+1)...(x+n)

. On conclut par a).
n

2.
1 \2 1 2 ) -2 1 2 ) . .
Ona(sinx) :;Lﬂ(l_(j_'—o(x)) :x2<1+3+0(m)>:x2+3+0(1)-

1\ 1 1
Donc limg_q 20 ( ) - — = —.

sin 2 3

cosx 1l+o(x) 1 1
De mé — - ! =~ 4+ o(1).
¢S iz z1l+o(x) :c( +o() x+0()

cost 1 cosr 1
Donc —— — — =0 (1), c’est-a-dire lim,_,0 ;0 < = ) =0.
S x x sinx T
3.a)
1 NP :
Posons u,(z) = ﬁ, bien définie et continue sur R \ 7Z pour tout n € Z.
T —nm

1
Pour z fixé, u,(x) = O (

2) lorsque n tend vers 400 et vers +oo, donc la série converge.
n

Soient m € Z. Soit un segment [a, b] C]mm, (m + 1)7].
1
5 et pour tout n <m, 0 < up(z) <

_
(a — nm) (b—nm)*

Donc les séries >, ., un(x) et >, un(x) convergent normalement sur [a, b].

Alors Vn > m + 1, 0 < uy(z) <

On en déduit que S est continue sur R \ 7Z.

3.b)

S+ 7) = Tnes = = St 5

—_— avec le changement de variable m =n — 1.
T+ 7T —nm)

x4+ mm)?’

Donc S(z + 7) = S(x), c’est-a-dire S est m-périodique.



3.c)

Par a), f est continue sur R\ #Z. Par b), f est w-périodique. Donc pour prouver que f est prolongeable par

continuité sur R, il suffit de prouver que f est prolongeable par continuité en z = 0.

Ona S(z) = % + R(z), avec R(z) =), c .« :
x

(x —nm)?
Par le méme raisonnement qu’au 3.a), R est continue sur | — 7, x|
2
1 1 1
Par 1), lim,_, - — = —.
v 1), limg 0220 (sinm) 2 3

1
Donc lim, 420 f(2) = 3 R(0). Donc f prolongeable par continuité en z = 0. D’ou le résultat.

4.a)
T+

€ [—a,al, car 7 € [—a,al.

1 2M, M,
On en déduit que Yz € [—a,a], |f(x)] = i ‘f (g) +f <x—2k7r>‘ < TR

T
I1 est essentiel de noter que si x € [—a, a], alors 5 € [—a,al et

Donc M, < ]\g et on en conclut M, = 0.

4.b)

Comme R est la réunion des [—a, a], avec a > 7, alors f est identiquement nulle sur R.
5.

On considére la fonction f définie au 3.

T+

x
On peut noter que pour tout x ¢ 7Z, alors 5 ¢ w7 et ¢ 7.

2
On vérifie que x — ( - ) et x — S(x) veérifient la relation du 4) :

ST

En effet, on a d’une part

(erm) * Garrorm) = (i) * (orm) ~ ()

Or, sin(x/2)cos<w/2>Z%Sm@)vdom (sin@/g)lcos(x/z))Z' (sm )2
4

T+m 4
2 > = Lnez (@ —2nm) © 2nez - @nsDn)? 45 ().

Et d’autre part, S (g) + 5 (

Par linéarité, f vérifie la relation sur R \ 7Z.
Par continuité de f et par passage a la limite, f vérifie la relation sur R.

Par 4.b), f est identiquement nulle. D’ou le résultat.

6.a)

¢N(%‘):;+Zn=1 < + > = -+ 2 2n2

T —nm x +nm x nem




2z 1
Ona 5—-5—5=0 <2> lorsque n — 400, donc il existe
x? —n?m n
+o0
1 2z
¢(z) oo on(2) z + Z:l 22 — n2x?
n—=
6.b)
Pour tout z € | ], ¥n > 2 < 2mm
our tout & € [—mm, mn], Vn > m, < .
22— n2n2| = (02 — m2)n?
On en dédui 2 i
n en déduit que x +— > P est continue sur [—mm, mn].
Donc @ est continue sur | — mm,mnw[\7Z (on ajoute une somme finie de fonctions continues).

Comme m est arbitraire, ® est continue sur R \ 7Z.

Montrons que ® est m-périodique.

1 B (z) 1 + 1
_— = xTr) — .
r+T—nT N x—Nm x4+ (N+1)m

Ona®y(z+m7)= ny:_N (

En faisant tendre x vers +o00, on obtient ®(z + 7) = ®(z).

7

2 1
= +m .
sinx) =7 (z — nm)?

La série de fonctions du second membre converge normalement sur tout segment.

On a Vzx €]0, 7|, (

On peut donc intégrer terme a terme sur [0, ], ou = €] — m, 7[.

cosx —1
On obtient : Vz €]0,7[, —— = :io_oo ——— + K, ou K est constante.
sin (x — nm)
cos
Ainsi, Vz €]0, 7, = ®(z) + K, ou K est constante.
sinx
cosr 1 2x
On a =~ 4+Ra)+K,o0nR(z)=S12 "
sinx $+ (z) + (z) n=1 g2 _ pn2gr2

La convergence de la derniére est normale au voisinage de 0, donc R est continue en 0.

On sait que limg 0 >0 C9sx = 0. Comme R(0) =0, alors K = 0.
inx
Donc Yz €]0, 7, BT _ ().
sin

Comme les deux membres de I’équation sont 7-périodiques, la relation est vraie sur R \ 7Z.
8.

2
On a Vz € ]0,7[, g(z) > 0 et Ing(z) =Inz + Z::i In (1 - n:;rz) :

:1:2

1
La série converge car In <1 — 22) =0 <2> lorsque n — +-00.
n?m n

2z

—5—5 5 converge normalement (par la partie II).
n2m? —x

1

La série des dérivées — + >
x

Donc In g est de classe C!, donc g = exp(In g) est de classe C'.

§<(>) — (ng)(a) = T + 4%

= o(x).

On a ainsi

8.b)



2
+o00 z 3
Onax+— ) " ln (1 — 7127r2> est continue en 0.

2
Donc z — [[129 (1 7 ) est continue en 0 (et vaut 1 en z = 0). On en déduit g(x) ~ x en x = 0.

n=1 n2m2

8.c)
La relation est vraie en z = 0. Les deux termes de I’équation sont des fonctions impaires en x.

Donc il suffit de prouver la relation sur |0, 7[.

sin'z ¢'(x)
sinz  g(x)

Or, on a par 5), , ¢’est-a-dire (Insin)’'(z) = (Ing)'(x).
Donc il existe une constante K > 0 tel que Vx €]0, 7], sin(x) = Kg(x).

Or, sin(z) ~ z et g(x) ~ z en z = 0. Donc K = 1. D’ou le résultat.
9.

Soit z €]0,1[. On a bien 2 >0et 1 —x > 0.

n®n! n n!

Par 1, on a: I'(z) = lim;, 4 P PR S P et I'(1—2)=Ilim,too -0 C@-2)  m-—nmil-a

n (n!)?
n+1—2) (n—a)...l-2)z(l+z)..(n+z)
2

o (naz)...(lx():;"!$+$)...(n+x) LT <k:2k2:c ) eI <1_ :;2)

Done I'(2)['(1 — x) = limy— 4 00

2
On a 7z €]0,7[. On sait que sin(mx) = z I, <1 - £2> .
T
) m—z).l-2)z(l+z)..(n+ ) s

D lim,,, = .

ORE Mln—o0 (n!)2 sin(mx)
Comme limy,—, 4 m =1, on obtient bien I'(x) I'(1 — x) = sinzTTr:L")'
10

x2n+1

En développant par la formule du binéme, on a P,(z) =z + ... + (—1)”2 1
n

Ainsi, P,(z) est un polynome de degré 2n + 1. Déterminons les racines complexes de P,.
1+iz/(2n+ 1)\ .
1—iz/(2n + 1) -
L+ix/n z  e?—1 isin(6/2)
—c _

"1 —ix/n R cos(0/2)

On a P,(z) =0 ssi (

k
Or ssix = (2n+ 1) tan <2n7r+ 1> .

), avec —n < k < n, sont des racines distinctes de P,.

wk
Donc les xj,, = (2n + 1) tan <2n 1
Par degré, ce sont les seules et elles sont simples.

De plus, elles sont deux & deux opposées, et 0 est racine. On obtient donc :

Donc Pp(z) = Ay 2 [[jey(z — k) (@ + T n) = A 2 [[fey (2% — wzn)

2

T
Le polynome s’écrit aussi Py (z) = p, « [[5_; (1 - 2) .
xk,n

Comme le coefficient en x de P, vaut 1, alors p,, = 1.



2 2

X

Donc P, (z) =z [, (1 — ;;), cest-a-dire P (z) =z [[i_, [ 1 -
k,n

Tk \?
2n +1)2t
(2n+1) an<2n+1>

1 t2 . t
1+i—) =4/1+ —5exp|iarctan | — .
n n n
t\" t2\" t
Donc <1 + Z) = <1 + 2> exp (m arctan <>) .
n n n

2\" "
On a (1 + 2) = <1 0 <>> qui tend vers 1 lorsque n tend vers +oc.
n n

_l’_
. t St 1 . "
Et exp | niarctan | — =exp|ni|—o|— qui tend vers e" lorsque n tend vers +oo.
n n \n

- .t
D’ou limy— 4 oo (1 + z)

n
11.b)
. [ i .
Par a), on a lim, 400 Py(z) = % (e”” +e “”) = sin x.
i

12.a)

On remarque tout d’abord que V0 € [0, g [, tanf > 60 (car tan0 = 0 et tan’ > 1).

2 Tk 2
> 2(2n+1)2< ) > m2k2.

2n+1

Donc (2n + 1)t
onc (2n+1) an<2n+1

Supposons |z| < wm.

x2 x2
Pour k£ > m, on a donc 0 < k‘ 5 < 2k2§1.
e T
2n +1)2¢
(2n+1) an<2n+1>
Donc :
Ap () < TTjemit L ) < lhemir |1 - N2 <1
2 1)2¢
(2n+1) an(2n+1>
72
Ofpn(ﬂf):Pn,m(x)szmH 1 - E \2
T
2 1)2¢
(2n+1) an<2n+1>

Donc P, (x) est compris entre Py, y,(z)Am (z) et Py ().

12.b)

. 7k 2
On a Vk € N, lim,,_, 1o (2n + 1)? tan <2n n 1) = 72k2.

2
T
Comme produit fini de limites, on a donc lim,, oo Py m(z) = 2 [[12, (1 — 7r2k2> .

12.c)



2
+00 x
Posons S(z) = Qm(x)Am(z) =« [, 25 <1 - n27r2) .
Soit x € R. Soit € > 0.

On a lim,, 4o Am(z) = 1. Pour m assez grand, on a |z|] <7mmet 1 —e < Ap(z) < 1.

o S(z) compris entre Qu,(x) et Qm(x)Am(z)
ne P, (x) compris entre Py, () et Py pm(x)Am(x)

On a donc [P, (z) — Pom(2)| < & |Pom ()] et [S(2) — Qm(z)] < |@m(2)]-

Or, |Po(z) = S(2)] < |Pa(z) = Pom(2)] 4 [Pom(z) — Qm(2)] + [Qm(x) — S(2)].

Donc [Py(z) = S(2)] < €| Pom(@)| + [Pom(2) — Qm(2)] + € [Qm(2)] -

Les familles (Pym(2))(nm)en €t Qm(z) sont uniformément bornées par T'(z) = || [[; <1 + Wf;) .
Donc |S(z) — Po(x)| < 26T(2) + |Pam(2) — Qa(z)] .

Pour n assez grand, on a donc : |S(x) — P, (z)| < (2T(z) + 1)e.

Comme € peut étre choisi arbitrairement, lim,,_, . P,(z) = S(x).



