Révision n°1. Processus de Galton-Watson. Corrigé
Partie I

I.1) On a 0 < f(0) <1, donc ug < uq, et par récurrence immédiate, u,+1 < uy, car f est croissante.

Majorée par 1, (up)nen converge donc.

I.2) On a L € [0, 1], donc f est continue en L. Comme wu, 11 = f(uy,), alors L = f(L) par passage a la limite.

Soit p un point fixe de f. On a ug < p, et comme f est croissante et que f(u) = p, alors par récurrence u, < p.

Par passage a la limite des inégalités larges, on obtient L < p. Donc L est bien le plus petit point fixe de f.

I.3) Ona f(1—h)=1—ph+o0(e), donc g(1 — h) ~¢ (1 — p)h, d’ou g(z) < 0 au voisinage de 1.
Or, g(0) > 0, donc par le TVI, g s’annule sur [0, 1], et ainsi, L < 1.

I.4) a) Comme f” est positive, alors f est convexe, donc f est au-dessus de sa tangente en 1.
Ainsi Vz € [0,1], f(z) > 1+ p(z —1) = x.

Supposons par I'absurde qu'il existe y € [0, 1] tel que f(y) = v.

Comme f est convexe, f est située sous la corde sur [y, 1], donc Vz € [y,1], f(z) = .

Donc f”(1) = 0, ce qui contredit 'hypothese. Ainsi Vz € [0,1], f(z) > .

b)Onacpyi =1—upy1 =1— f(up) =1— f(1 —ep). Posons p(h) =1— f(1—h).
()

Lorsque n tend vers 400, limy,—, 400 €, = 0. Or, p(h) = ththLol(hQ). Ainsi, p(h) ~ het h—p(h) ~
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I.5) a) f est convexe, donc au-dessus de sa tangente en 1, donc f(x) > 1+ p(z
Comme p < 1 et z—1 <0 lorsque x < 1, on obtient Vz € [0,1], f(x) > 1+ p

Donc L = 1.

b) Avec les notations de 4), on a EZH = (p(;n). Or, (h) =1— f(1 —h) = ph+ O(h?).

= p < 1, donc par le critere de d’Alembert, > &, converge (absolument).

R En+1
On a ainsi limy,—, 4 oo ——

En

7(n+1) 7(7L+1)
De plus, ‘PE(EZ> =1+ 0(ey), et In (w) = O(ey). Donc Y In <€n+1,u> )
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c) Par b), la série Y (In (5n+1u_(”+1)) — In(eppu™™)) converge, donc la suite (In(enp™™))nen converge.

Posons A = lim,, 4 o0 In(g,1™™). Alors 1 — u,, = &, ~ cu™, ot ¢ = e* > 0.
Partie I1
I.1) Ona P Xpi=k | Yo=4) =P Xpi=k | Y= 7).

Or, Y, est une fonction des X, ; avec m < n.

Comme les X, ; sont indépendants des X, ;, alors P(Zg:1 Xni=k|Y,=7) = P(Zgzl Xni=k).

Done Y2355 P(C1y Xni =k | Ya = )tF = Y PO Xua = WP = Gy (6) = Gx(t)) = f(¢).

-1 >1+(xz—-1)=uz.
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Par la formule des probas totales, P(Yn+1 =k)= ;;08 P( {:1 Xni=Fk|Y,=j).
Donc E(tYn+1) = Z+°° P( Xni=k|Y,=7)PY, = 7)tk.

On peut appliquer Fubini car les séries sont & termes positifs et convergentes.

Donc E(¥r+1) = Y158 (p(yn = DS P X = k)tk)
Par a), on en déduit E(t¥n+1) = j:og P(Y, = j)f(t)J =, (f(t)).

I1.2) Comme X est d’espérance finie, alors f est dériable en 1.
Par récurrence, ¢,, est dérivable en 1, et ¢, (1) = py;, (1), car f(1) =1 et p= f'(1).

On en déduit que Y, est d’espérance finie et que E(Y,) = ¢, (1) = pu"¢i(1) = ™.

I1.3) On a P(Y,, =0) = ¢,(0).
La probabilité d’extinction est « = P(A), ou A = UpenP(Y, = 0).
Comme la suite d’événements ((Y;, = 0)),en est croissante, alors o = limy, 4 oo Un.-

Donc « = limy,—, 4 o0 Up, 00 Uy = ,,(0), c’est-a-dire (uy,)pen définie par ug = f(0) et upt1 = f(un).

I1.4) a) Il s’agit d’appliquer la partie I. On vérifie que f : t — >0 P(X = k)t satisfait les hypothéses :
On a bien f :[0,1] — [0,1] de classe C? car X est de moment d’ordre 2 fini.

On a immédiatement f(1) = 1,, et f’ et f” sont positives (séries entiéres & termes positifs).

D’autre part, f”(1) = Y425 k(k — 1)P(X = k) > P(X >2) > 0.

On a enfin p = f/(1) = E(X).
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b) On a par Markov, P(Y,, > 1) < = u".

D’autre part, (T > n) = (Y,, > 1). Par continuité décroissante, P(T = 4+00) = lim,, 100 P((Y;, > 1) = 0.

Donc on peut considérer T,, a valeurs entiéres.

1
c) Par b), la série Y P(T > n) converge, donc Y,, est d’espérance finie, et E(T') = Z+oo P(T'>n) < -
2
I1.5) On a P(T >n) = P(Y,, > 1)=1—Un’“m-

On a donc encore P(T = +00) = limy,— 400 P(Yy, > 1) = 0, mais ici B(T) = 3% P(T > n) = +o0.

I1.6) a) On a Z(w) < +oo ssi il existe p € N tel que ¥n > p, pen(Yn(w) = 0).

Comme ((Y;, = 0))nen est croissante, alors Z(w) < +oo ssi il existe n € N tel que Y, (w) = 0.

On a ainsi (Z < +00) = Upen(Y, = 0).

Par continuité croissante, on obtient donc P(Z < +00) = limy, 400 (Y, = 0) = limy,— 0o uy = 1.

b) La suite (Z, > k), oy est croissante.

D’autre part, (Z > k) = Upen(Zy, > k), donc par continuité croissante, P(Z > k) = limy, o0 P(Z, > k).
Comme P(Z =k)=P(Z>k)—P(Z > k+1), alors P(Z = k) =lim,—.400 P(Z, = k).

c) Soit N € N. On a |Gz, (t) — Gz (t)| = |42 P(Zn = k) — P(Z = k)| t* < 315 |P(Zn = k) — P(Z = k)| tF.

Donc Gz, (t) = Gz(t)| < 340 |P(Zn = k) = P(Z = k)| + Ry,
‘ SN+1 +N
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Par b), lim, 40 Zszo |P(Zy, = k) — P(Z = k)| =0 (somme finie de termes convergeant vers 0).

d) Soit t € [0, 1]. Soit € > 0. Comme limy_, 4ot = 0, il existe N tel que

Done pour n assez grand, Y53 [P(Z, = K) — P(Z = K)| < 5, don |G, (1) — G (1)] <.
On en déduit que pour tout ¢ € [0, 1], limn_. 400 Gz, (£) = G (8).

¢) Par d), ¥t € [0, 1], G(t) = £f (G (1).

Pour £ < 1, on a donc Gy (t) = f (G (8)) + 1G () /(G (1)), d'on Gy (t) = —IG21)

, - 1=tf(Ga(1)
sip<1,etlim g GY(t) = o0 sip=1.
—p

On a donc lim;_,1 G (t) = 1

Par le th du prolongement C!, Gz est dérivable en 1 ssi u < 1, et on a G7(1) = T
—p
1
Donc Z est d’espérance finie, et F(Z) = T
— K
Remarque : Lorsque p > 1, P(Z = +00) > 0, donc a fortiori, Z n’est pas d’espérance finie.

f) Pour prouver la relation Gz, ,(t) = tf (Gz,(t)), on utilise Z, .1 = 1+ ZiZ:"l X;, ot les X; sont indépendants

et de méme loi que X. Le facteur ¢ vient du terme initiale Yy = 1.

I1.7) a) Premier cas : P(X =0) > 0.

Lorsque Y7 = 0, alors Vn € N*, P(Y,, =0) = 1, et donc P((Yn)nen+ = (0)nen+) = 1.
En effet, une réunion dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Donc v > P(Y1 =0) = P(X =0) > 0.

Second cas : P(X =0) = 0. Alors presque stirement (Y},),ecn est croissante.

Donc v > P(Y; =2) = P(X =2) > 0.

b) On a Yy = 1. La probabilité qu’il existe n € N* tel que Y;, = 1 vaut donc 1 —y < 1.

Plus généralement, si Y, = 1, la probabilité qu’il existe n > m tel que Y;, = 1 vaut aussi 1 — v.
Donc la probabilité que (Y;,),en+ prenne la valeur 1 au moins r fois vaut (1 —v)".

Par continuité décroissante, la probabilité que (Y},)n,en+ prenne la valeur 1 une infinité de fois est égale a la limite
de (1 — )" lorsque r tend vers 400, donc vaut 0. Il en est de méme pour (Y3,)nen.

c¢) Notons A Iévénément : “ il y a extinction 7, c’est-a~dire : w € A ssi IAn € N, Y, (w) = 0.
Pour k € N*  notons Ay l’ensemble des w € Q pour lesquels Y, (w) # k pour n assez grand.

Par b), P(A;) =0, donc on a aussi P(A; U Ay U...U A) = 0.

Or, we A1 U Ay U...U Ay ssi pour tout n assez grand, on a Y, (w) = 0 ou Yy, (w) > k.

Ainsi, presque stirement, on a : Y, > k pour n assez grand ou il y a extinction.

Donc presque siirement, s’il n’y a pas extinction, on a Y, (w) > k pour n assez grand

Or, (limy,— 400 Y = +00) = [en+/(Yn > k pour n assez grand).

Par continuité décroissante, on a donc P(lim,, 1 Y, = 400 | A) = 1.

Comme (limy,_, 4 Y, = +00) et A sont disjoints, on obtient bien P(lim,_, 1 Y, = +00) + P(A) = 1.



