
Révision n�1

Processus de Galton-Watson Durée 3h00

Partie I

Soit f : [0; 1]! [0; 1] de classe C2 telle que les dérivées f 0 et f 00 soient à valeurs positives.

On suppose de plus f(1) = 1 et f 00(1) > 0: On pose � = f 0(1) :

On considère la suite (un)n2N dé�nie par u0 = 0 et 8n 2 N, un+1 = f(un):

I.1) Montrer que la suite (un)n2N est croissante et convergente. On pose désormais L = limn!+1 un:

I.2) Montrer que L est le plus petit point �xe de f .

I.3) On suppose � > 1 : Montrer que f(x) < x au voisinage de 1� et en déduire L < 1:

I.4) On suppose � < 1 et on pose "n = 1� un : On a donc "n+1 = 1� f(1� "n).

a) Montrer que 8x 2 [0; 1[, f(x) > x. On en déduit que L vaut 1.

b) On véri�e aisément (admis ici) que 8n 2 N, "n 6= 0. Montrer que la série
P
"n converge.

c) Montrer que
"n+1�

�(n+1)

"n��n
= 1 +O("n) et en déduire que la série

P
ln

 
"n+1�

�(n+1)

"n��n

!
converge.

d) Montrer qu�il existe une constante c telle que "n � c�n:

I.5) On suppose � = 1 :

a) Montrer que 8x 2 [0; 1[, f(x) > x. On en déduit que L vaut 1:

b) On véri�e aisément (admis ici) que 8n 2 N, "n 6= 0. Montrer que limn!+1
�

1

"n+1
� 1

"n

�
=
f 00(1)

2
:

c) En déduire (1� un) �
2

f 00(1)n
: On pourra utiliser le lemme de Cesàro supposé connu.

Partie II

On considère un espace probabilisé (
; P ):

On considère une famille (Xn;i)(n;i)2N�N� de variables. entières indépendantes et de même loi que X.

On suppose que X est de moment d�ordre 2 �ni et que P (X � 2) > 0 : On pose � = E(X) :

On considère (Yn)n2N dé�nie par Y0 = 1 et

8n 2 N , 8! 2 
 ,
(
Yn+1(!) = 0 si Yn(!) = 0

Yn+1(!) =
PYn(!)
i=1 Xn;i(!) sinon

Ainsi, Yn représente le nombre d�individus à la génération n.

S�il n�y a pas d�individu à la génération n, il n�y en a pas plus à la génération suivante.

On dit qu�il y a extinction lorsque presque sûrement il existe un entier n 2 N tel que Yn = 0.

Autrement dit, il y a extinction ssi l�événement f! 2 
 j 9n 2 N, Yn(!) = 0g est presque sûr.

On note f(t) = E(tX) =
P+1
k=0 pkt

k la série génératrice de X (et donc des variables Xn;i), où pk = P (X = k):

Pour n 2 N, on note 'n la série génératrice de la variable aléatoire Yn:

On a donc pour t 2 [0; 1], 'n(t) = E(tYn), et en particulier, pour t 2 [0; 1], '0(t) = t:



II.1) a) Montrer que pour tous entiers n et j 2 N, on a

8t 2 [0; 1] ,
+1X
k=0

P (Yn+1 = k j Yn = j)tk = f(t)j

Indication : Utiliser GS(t), où S = �
j
i=1Xn;i:

b) En utilisant le théorème de Fubini, montrer que 8n 2 N, 8t 2 [0; 1] , 'n+1(t) = 'n(f(t)):

II.2) Montrer que Yn est d�espérance �nie et que E(Yn) = �n:

II.3) On note � la probabilité d�extinction.

Montrer que � = limn!+1 un, où (un)n2N est la suite dé�nie par u0 = 0 et un+1 = f(un):

II.4) a) En utilisant la partie I, montrer que � = 1 si et seulement si � � 1:

b) On suppose � < 1. On dé�nit T (!) =

(
minfn 2 N j Yn(!) = 0g si 9n 2 N, Yn(!) = 0

+1 sinon

Montrer que P (Yn � 1) � �n: Que peut-on en déduire pour P (T > n) et P (T = +1) ?

c) En déduire une majoration de E(T ) dans le cas où � < 1:

II.5) On suppose � = 1: Montrer que P (T = +1) = 0 et E(T ) = +1:

II.6) Étude de la lignée. On suppose � � 1, et on pose

Zn =
nX
i=0

Yi et Z =
+1X
n=0

Yn

On admet que Z est une variable aléatoire (à valeurs dans N [ f+1g).

a) Montrer que P (Z < +1) = 1:

b) Montrer que pour tout k 2 N, la suite (P (Zn � k))n2N converge vers P (Z � k):

En déduire que pour tout k 2 N, la suite (P (Zn = k))n2N converge.

c) Soit t 2 [0; 1[. Montrer que pour tous entiers naturels n et N , on a

jGZn(t)�GZ(t)j �
NX
k=0

jP (Zn = k)� P (Z = k)j+
tN

1� t

d) En déduire que (GZn)n2N converge simplement vers GZ sur [0; 1[:

e) On admet que pour tout entier n 2 N, 8t 2 [0; 1] , GZn(t) = t f (GZn(t)).

Montrer que Z est d�espérance �nie ssi � < 1, et calculer E(Z) dans ce cas.

f) Question supplémentaire : Donner une idée de la preuve de la formule admise au e).

II.7) a) Montrer que la probabilité 
 que (Yn)n2N� ne prenne pas la valeur 1 est non nulle.

b) Montrer que la probabilité que (Yn)n2N prenne la valeur 1 une in�nité de fois est nulle.

c) On montre de façon analogue (admis ici) que pour tout entier k 2 N�, la probabilité que (Yn)n2N prenne la
valeur k une in�nité de fois est nulle.

On note � la probabilité d�extinction et � la probabilité que limn!+1 Yn = +1: Montrer que �+ � = 1:


