Révision n°1

’Processus de Galton—Watson‘ Durée 3h00

Partie I

Soit f: [0,1] — [0, 1] de classe C? telle que les dérivées f’ et f” soient a valeurs positives.

On suppose de plus f(1) =1 et f’(1) > 0. On pose .

On considére la suite (uy,)nen définie par ug =0 et Vn € N, w1 = f(up).

I.1) Montrer que la suite (uy)nen est croissante et convergente. On pose désormais L = lim,, 1 oo Up.

I.2) Montrer que L est le plus petit point fixe de f.

I.3) On suppose . Montrer que f(z) < x au voisinage de 1~ et en déduire L < 1.

I.4) On suppose et on pose . On a donc g, q1 =1 — f(1 —¢y).
a) Montrer que Vz € [0, 1], f(x) > z. On en déduit que L vaut 1.

b) On vérifie aisément (admis ici) que ¥n € N, €, # 0. Montrer que la série Y €, converge.

5n+1/¢’17(n+1)

Enpp™ ™

5n+1ﬂ7(n+1)

c) Montrer que -
Enpp™ ™

=1+ O(ey,) et en déduire que la série Y In ( ) converge.

d) Montrer qu’il existe une constante c telle que &, ~ cu™.

I.5) On suppose .

a) Montrer que Vz € [0,1], f(x) > z. On en déduit que L vaut 1.

b) On vérifie aisément (admis ici) que Vn € N, g,, # 0. Montrer que lim,_, | <

1 ) )
Entl  En 2
c¢) En déduire (1 — uy,) ~ W On pourra utiliser le lemme de Cesaro supposé connu.

n
Partie 11

On considére un espace probabilisé (€2, P).

On considére une famille (X, ;) i)enxn+ de variables. entiéres indépendantes et de méme loi que X.

On suppose que X est de moment d’ordre 2 fini et que ’P(X >2)>0 ‘ On pose |p = E(X) |

On considére (Y),),en définie par Yo =1 et
Yit1(w) =05siY,(w) =0

Yit1(w) = Z}igw) Xp,i(w) sinon

YvneN, Ywe, {
Ainsi, Y,, représente le nombre d’individus a la génération n.
S’il n’y a pas d’individu & la génération n, il n’y en a pas plus a la génération suivante.

On dit qu’il y a extinction lorsque presque stirement il existe un entier n € N tel que Y, = 0.

Autrement dit, il y a extinction ssi I'événement {w € Q | I3n € N, Y;,(w) = 0} est presque sir.

On note f(t) = E(tX) = 3120 pitF la série génératrice de X (et donc des variables X, ;), ou pp = P(X = k).
Pour n € N, on note ¢,, la série génératrice de la variable aléatoire Y.

On a donc pour t € [0, 1], ,,(t) = E(t'), et en particulier, pour t € [0, 1], ¢y (t) = t.



I1.1) a) Montrer que pour tous entiers n et j € N, on a

+o0
vee[0,1], D Py =k|Y, =itk = f(t)
k=0
Indication : Utiliser Gg(t), ou S = Zg=1Xn,i'
b) En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que Vn € N, V¢t € [0,1] ,  ¢,1(t) = ¢, (f(t)).
I1.2) Montrer que Y,, est d’espérance finie et que E(Y;,) = u™.
I1.3) On note « la probabilité d’extinction.

Montrer que o = limy,—, 4 o0 U, OU (Up )nen est la suite définie par ug = 0 et upy1 = f(uy).

I1.4) a) En utilisant la partie I, montrer que o = 1 si et seulement si p < 1.

min{n € N| Y, (w) =0} si 3neN, Y, (w)=0
b) On suppose p < 1. On définit T'(w) =

+00 sinon

Montrer que P(Y,, > 1) < u™. Que peut-on en déduire pour P(T > n) et P(T = +o0) ?
c¢) En déduire une majoration de E(7T') dans le cas ou p < 1.
I1.5) On suppose p = 1. Montrer que P(T' = 4+00) = 0 et E(T) = +o0.

I1.6) Etude de la lignée. On suppose p < 1, et on pose

n +oo
Zn=) Y et Z=) Y,
1=0 n=0
On admet que Z est une variable aléatoire (a valeurs dans N U {4o00}).

a) Montrer que P(Z < 4+o00) = 1.

b) Montrer que pour tout & € N, la suite (P(Z, > k)), oy converge vers P(Z > k).

En déduire que pour tout k € N, la suite (P(Z, = k)),,cy converge.
c) Soit t € [0, 1[. Montrer que pour tous entiers naturels n et N, on a

tN

N
Gz, (t) = Gz ()| <> |P(Zy =k) — P(Z = k)| + S
k=0

d) En déduire que (Gz, ),y converge simplement vers Gz sur [0, 1[.

e) On admet que pour tout entier n € N, Vt € [0,1] , Gz, (t) =1t f(Gz,(1)).

Montrer que Z est d’espérance finie ssi p < 1, et calculer E(Z) dans ce cas.

f) Question supplémentaire : Donner une idée de la preuve de la formule admise au e).
I1.7) a) Montrer que la probabilité v que (Y},)nen+ ne prenne pas la valeur 1 est non nulle.
b) Montrer que la probabilité que (Y}, )nen prenne la valeur 1 une infinité de fois est nulle.

¢) On montre de fagon analogue (admis ici) que pour tout entier k € N* la probabilité que (Y;,),en prenne la

valeur k£ une infinité de fois est nulle.

On note « la probabilité d’extinction et 5 la probabilité que lim,, 4~ Y, = +00. Montrer que a + 8 = 1.



