Composition n°6. Corrigé

’ Premier probléme ‘

I.1) On a 0 < f(0) < 1, donc ug < uq, et par récurrence immédiate, u,1+1 < uy,, car f est croissante.

Majorée par 1, (up)nen converge donc.

I.2) On a L € [0, 1], donc f est continue en L. Comme wu, 11 = f(uy,), alors L = f(L) par passage a la limite.
Soit 1 un point fixe de f. On a ug < u, et comme f est croissante et que f(u) = u, alors par récurrence u, < p.

Par passage a la limite des inégalités larges, on obtient L < p. Donc L est bien le plus petit point fixe de f.
I.3) On pose g(z) = f(z) —z. Ona f(1—h)=1—ph+o(e)

Donc g(1 — h) ~o (1 — p)h, d’oit g(x) < 0 au voisinage de 17.

Or, g(0) > 0, donc par le TVI, g s’annule sur [0, 1], et ainsi, L < 1.

I.4) a) Comme f” est positive, f est convexe, donc au-dessus de sa tangente en 1, donc f(z) > 1+ p(z —1).

Comme p < 1et x—1<0lorsque x < 1, on obtient Vx € [0,1], f(z) > 1+ ulzr —1) > 1+ (z—1) ==z.
Donc L =1.

b)Onacpyi =1—upy1 =1— f(up) =1— f(1 —ep). Posons p(h) =1— f(1—h).

En+1

On a ainsi lim, 4 = u < 1, donc par le critére de d’Alembert, Y €, converge (absolument).

n

—(n+1) —(n+1)
=14 0O(ep), et In (%) = O(gp). Donc > In (%) converge.
ni nH

c) Par b), la série 3" (In (g1~ ") — In(e,u™™)) converge, donc la suite (In(s,4™™))nen converge.

p(en)

ni

De plus,

Posons A = lim;,, 4 oo In(g,u™™). Alors 1 — u,, = &, ~ cpu™, ol ¢ = e > 0.
I.5) a) f est au-dessus de sa tangente en 1. Ainsi Vz € [0,1], f(z) > 14+ p(z — 1) = 2.

Supposons par 'absurde qu’il existe y € [0, 1] tel que f(y) = y.

Comme f est convexe, f est située sous la corde sur [y, 1], donc Vz € [y,1], f(z) = .
Donc f”(1) = 0, ce qui contredit ’hypotheése. Ainsi Vx € [0, 1], f(z) > x.

"
1
b) Lorsque n tend vers +oo, lim,, o en = 0. Or, p(h) = h — 2()h2 + 01(h?). Ainsi, ¢(h) ~ h et h — p(h) ~

f//2(1)h2.
1 1 1 1 . " 1 2 " 1
On a 2 #len) ~ 1 36” = Lt ) D’ou le résultat.
En+1 En @(5n) En 5n§0(5n) 2e, 2
1 /1 1 (1 2
c¢) Par Cesaro, on en déduit lim,,—, o — <€n — 80) = / 2( ), donc 1 —u, =€, ~ P

IL1) Ona P(Y) ) Xy =k | Yo =) = P(Cy Xni =k | Yo = ).

Or, Y, est une fonction des X, ; avec m < n.

Comme les X, ; sont indépendants des X, ;, alors P(Zgzl Xni=k|Y,=j)= P(Zgzl X =k).
Done 3328 P(S_, Xy =k | Yy = j)tF = S00 P, X0 = k)tb = Gy . () =GCx(t) = f(1).

b) Soient n € Net t € [0,1]. On a E(t¥»+1) = S X t*P(V, 11 = k).



Par la formule des probas totales, P(Y,+1 = k) = ;;08 P( ﬁzl Xni =k | Y, =7).
Donc E(t¥n+1) = Zﬁ% ;L:OS P( Zzl Xni=k|Y,=4)P(Y, = G

On peut appliquer Fubini car les séries sont a termes positifs et convergentes.

Done B(t¥+1) = Y2725 (P(Ya = ) 4% P(1y Xas = k).
Par a), on en déduit E(t¥n+1) = ;08 P(Y, = i) f(t) = p,(f(1).

I1.2) Comme X est d’espérance finie, alors f est dériable en 1.
Par récurrence, ¢,, est dérivable en 1, et ¢ (1) = pe;, (1), car f(1) =1 et p = f'(1).
On en déduit que Y;, est d’espérance finie et que E(Y;,) = ¢, (1) = p"pp(1) = p.

I1.3) On a P(Y,, = 0) = ¢,(0).
La probabilité d’extinction est « = P(A), ou A = UpenP (Y, = 0).
Comme la suite d’événements ((Y;, = 0)),en est croissante, alors o = limy, oo Un.-

Donc o = limy,— 4 o0 Up, 00 Uy, = ¢,,(0), c’est-a-dire (uy)nen définie par ug = f(0) et upt1 = f(un).

I1.4) a) Il s’agit d’appliquer la partie I. On vérifie que f : ¢t — Ek S P(X = k)t* satisfait les hypothéses :
On a bien f:[0,1] — [0,1] de classe C? car X est de moment d’ordre 2 fini.

On a immédiatement f(1) = 1,, et f’ et f” sont positives (séries entieres a termes positifs).

D’autre part, f”(1) = S/ k(k — 1)P(X = k) > P(X > 2) > 0.

On a enfin p = f'(1) = E(X).

E(Yn)

n

b) On a par Markov, P(Y,, > 1) <
D’autre part, (I > n) = (Y, > 1). Par continuité décroissante, P(T = 4+00) = lim, 400 P((Y;, > 1) = 0.

Donc on peut considérer T;, & valeurs entiéres.

1
c) Par b), la série Y P(T > n) converge, donc Y;, est d’espérance finie, et E(T) = >0 P(T > n) < T
—p
2
11.5) O P(T =PY,>1)=1—u, ~ .
) On a P(T > n) (Y, >1) Up, Y

On a donc encore P(T = +00) = limy,_, 400 P(Yy, > 1) = 0, mais ici B(T) = .12 P(T > n) = +oc.

I1.6) a) On a Z(w) < +oo ssi il existe p € N tel que ¥n > p, pen(Yn(w) = 0).

Comme ((Y,, = 0))pen est croissante, alors Z(w) < 400 ssi il existe n € N tel que Y, (w) = 0.

On a ainsi (Z < +00) = Upen(Yy, = 0).

Par continuité croissante, on obtient donc P(Z < +00) = limy,—4o0(Y,, = 0) = limy, 4 oo up, = 1.

b) La suite (Z,, > k), o est croissante.

D’autre part, (Z > k) = Upen(Z, > k), donc par continuité croissante, P(Z > k) = limy, 400 P(Z,, > k).
Comme P(Z =k)=P(Z > k)— P(Z > k+1), alors P(Z = k) =lim,— 00 P(Zy, = k).

c) Soit N € N. On a |Gz, (t) — Gz (t)| = |Si25 P(Zn = k) — P(Z = k)| t* < X[ |P(Z, = k) — P(Z = k)| tF.
Donc |G, (t) — Gz (1) < 30 o\P( Zn = k) — (sz‘)HRN,



tNJrl N

< -
1—t~1-¢

, car |[P(A) — P(B)| <1 (écart dans [0, 1]).

N

avec Ry = > i1 |P(Zn = k) — P(Z = k)| tF <

€
< —.
1—-¢t = 2
Par b), lim, 4 Zszo |P(Z, = k) — P(Z = k)| =0 (somme finie de termes convergeant vers 0).

d) Soit ¢ € [0,1[. Soit &€ > 0. Comme limy_, 4o t"¥ = 0, il existe N tel que

Donc pour n assez grand, Z;XZO |P(Z, =k)—P(Z =k)| < %, d'ou |Gz, (t) — Gz(t)] <e.
On en déduit que pour tout ¢t € [0, 1], lim, 1o Gz, (t) = Gz(t).

e) Par d), Vt € [0, 1], Gz(t) = tf (G (1))

Pour £ < 1, on a donc G (t) = f (G2 (1)) + tG (1) f(Gz (1)), don Gy (t) = %

1
On a donc lim;_,; G (t) = . sip <1, etlime 1 G%(t) = +oosip=1.

1 _
1
Par le th du prolongement C!, Gz est dérivable en 1 ssi u < 1, et on a G,(1) = TR
—p
1
Donc Z est d’espérance finie, et E(Z) = T
—

Remarque : Lorsque p > 1, P(Z = 4+00) > 0, donc a fortiori, Z n’est pas d’espérance finie.

f) Pour prouver la relation Gy, ., (t) = tf (Gz, (t)), on utilise Z,.1 = 1+ 3.7, X;, out les X; sont indépendants

1
et de méme loi que X. Le facteur ¢ vient du terme initiale Yy = 1.

I1.7) a) Premier cas : P(X =0) > 0.

Lorsque Y7 = 0, alors Vn € N*, P(Y,, =0) =1, et donc P((Yn)nens = (0)nen+) = 1.
En effet, une réunion dénombrable d’événements négligeables est négligeable.

Donc v > P(Y1 =0) = P(X =0) > 0.

Second cas : P(X =0) = 0. Alors presque stirement (Y},),ecn est croissante.

Donc v > P(Y; =2) = P(X =2) > 0.

b) On a Yp = 1. La probabilité qu’il existe n € N* tel que Y,, = 1 vaut donc 1 —y < 1.

Plus généralement, si Y,,, = 1, la probabilité qu’il existe n > m tel que Y;, = 1 vaut aussi 1 — ~.
Donc la probabilité que (Y;,)nen+ prenne la valeur 1 au moins r fois vaut (1 —~)".

Par continuité décroissante, la probabilité que (Y;,),en+ prenne la valeur 1 une infinité de fois est égale a la limite
de (1 — )" lorsque r tend vers 400, donc vaut 0. Il en est de méme pour (Y3,)nen.

c) Notons A I’événément : “ il y a extinction 7, c’est-a-dire : w € A ssi 3n € N, Y, (w) = 0.
Pour k € N*  notons A l'ensemble des w € Q pour lesquels Y, (w) # k pour n assez grand.

Par b), P(A;) =0, donc on a aussi P(4; U Ay U...U A) = 0.

Or, w € A1 U Ay U... U Ay ssi pour tout n assez grand, on a Y, (w) = 0 ou Y, (w) > k.

Ainsi, presque stirement, on a : Y, > k pour n assez grand ou il y a extinction.

Donc presque siirement, s’il n’y a pas extinction, on a Y, (w) > k pour n assez grand

Or, (limy, 400 Yy = 400) = (e (Yn > k pour n assez grand).

Par continuité décroissante, on a donc P(lim,, s Y, = +00 | A) = 1.

Comme (limy,—, 4o Yy, = +00) et A sont disjoints, on obtient bien P(lim, 4o ¥, = +00) + P(A) = 1.



‘ Second probléme ‘

g(e”) :
m ZJr OZ e zn0g(619)‘

g(ezﬂ)‘ <M |Z|nv ou M = SupOE[O,Zﬂ] ‘g(ewﬂ :

1) Soit z € Q. On a V0 € [0, 27], ¢(0) =
On a : supge(o,2q] }z”e‘me

¢ est continue car la série de fonctions 6 — z"e~"?g(e') converge normalement sur [0, 27].

Par intégration terme a terme d’une série de fonctions, on obtient :

flz) = 2i p(0) db = *E =0 027r 2 Mg (e?) di = e Oanz ou a, = % 027T e~ g(e) db.

Donc f est bien DSE sur 2.

2) a) Il existe (an)pen € CN telle que Vz € Q, f(2) = Y20 an2™ Soit n € Z. On a f(re?)e ™ =
;08 aprheitb—n)o,

i(k—n)0

La série de fonctions 6 — S0 axrFe converge normalement sur [0, 27], car > |ax|r* converge.

Par intégration terme a terme d’une série de fonctions, on obtient :
027rf( gm0 dp = akrkf ™ eik=)0 49, Or, fzw k=)0 49 = 0 si k —n € Z* et 27 si k = n.

On peut donc conclure que fo ’rew)efme df vaut 2nr"a, sin € Nyet 0sin € Z™.

b) Soit » € N. On va appliquer le th de convergence dominée & g(r,0) = f(re')e=?.

Par a), on a Vr € [0, 1], 027r g(r,0) df = 2mr™a, sin €N, et 0sin € Z™.

Or, pour tout 6 € [0,27], on a lim, 1 ,<1 g(r,0) = f(e?)e~ par continuité de f.

De plus, on a la propriété de domination : Vr € [0, 1], g(r,0) < M = (), o M = supp |f]|.

(f est continue sur le compact D, donc est bien bornée).

Donc, par cv dominée que lim, 1 ,<1 f027r g(r,0) df = 027r f(e®)e=™ dh, ce qui permet de conclure.

3) (i) = (ii) : Supposons f DSE sur Q : Tl existe (a5 )nen € CY telle que Vz € Q, f(2) = 3120 an2”
1 2 f(ew)

2 70 1 — ze—0

1 . .
Par 1),on aVz € Q, f(z) = Z+°° b,z", ou b, = o fOZﬂ e~ f (") db.
T

Posons Vz € Q, g(z) = do.

Par 2),on aVn €N, a, = — foﬂ e~ f(e%) df. Donc a, = b, et ainsi f(z) = g(z), d’on (ii).
.. . 1 2m f(ew)
(ii) = (i) : Supposons Vz € Q, f(z) = Bl o)
1
Il résulte de 1) que Vz € Q, f(2) = 3% a,2™, ot ay, = I UQW e~ £ () db.

4) a) Comme la convergence est uniforme, f est continue sur D.

1 o 6
Par 3), on a ¥n € N, ¥z € Q, fu(2) = 5 02”1‘70(2‘219 do.

: _ fale”) _ \ _ ()
Soit z € 2. Posons g,(0) = 1 oo-i .On alim, 4 gn(0) = g(0), ou g(0) = (=t
0\ _ p( .0 B
La convergence est uniforme sur [0, 27] car |g,(0) — g(6)] < [F (") fi(: )| < SUpp |fn f’.
|1 — zeg | 1— |7
1 on !
En faisant tendre n vers +oo, on a donc Vz € Q, f(z) = or 02 1f() df. Par 3), f est DSE sur Q.
T —ze

b) Soit p > 0. On pose Vz € D, f,(2) = gn (pz) et f(z) = g (pz). Ainsi, f, est bien continue sur D et DSE sur 2.



Comme (g, )nen converge uniformément sur le disque de rayon p, alors (fy,)nen converge uniformément vers f sur

D. On en déduit par a) que f est DSE sur Q.

Ainsi, pour tout p > 0, g est DSE sur tout disque ouvert de rayon p. Par unicité du DSE au voisinage de 0, les
coefficients du DSE ne dépendent pas de p, donc g est bien DSE sur C.

ef—1—z too 2" 4o 1

2 p-
z
b) Par produit de Cauchy, les z — w(2)* sont DSE sur C comme produit de fonctions DSE sur C.
c) Pour tout z € D, |zw(2)| < p < 1, donc ¥z € D, f(2) = 320 2"w(2)™
La suite (f,)nen converge normalement vers f sur D, car Vz € D, sup,¢p |2*w(z)*| = pF et p < 1.

Donc f est continue sur D.

Par b), les f,, sont DSE sur Q, dont il résulte de 4) que f est DSE sur Q, clest-a-dire f(z) = >0 I,,2".

1 9 L
Par 1), on a I, = o o fle) et dt.
Or,onaVteR, e —1 =1+ ¢l — eitw(e’), donc " ! f(e)
r, on e —1= e —e"w(e nc — = . — = f(e").
’ ’ ’ et — 11— ettw(elt)

n,n

6) a) On considére le produit de Cauchy de f(y) = >/ I, y™ et de e*¥ = 312 an{ :

. PR 2 Bn(z) n Zk

Les rayons de convergence sont respectivement > 1 et +o0o, d’otl le résultat, avec o > h—o In,kg.

La fonction g : y — f(y)e*¥ est continue sur D comme produit de fonctions continues.

Comme produits de fonctions DSE sur €, g est DSE sur 2. Donc

Bn(z) _ 1 27 0\ ,—ind _ n! 27 eit ze't " _ it

n' —% g(e )e de—% 0 me dt,carﬁ—f(e )
b) Premiére méthode (via b)) :
! ze“ eit o 1 it ] ' i ) .
On a Bn(z + 1) — Bn(z) = 2& 027r € (‘;t . )6 e~ it — 21 027r eZe te@t e~ int i
m e — 7
n—1 ) n—1
La fonction y — ey = 7% _“_4n et DSE sur C, donc s e’ eit e=int gp — _©
4 Y= =1 1Y ’ 27 J0 (n—1)
On en déduit By, (z + 1) — B,(2) =nz""1sin € N* (et 0sin=0).
. Bn(z+1) — Bu(2) yeFHthy _ ey zn!
5 Ao - +oo =N n n __ oYz +o0 n
Seconde méthode (conseillée) : Vy € > o y" = 1 =ye¥* =3 "% O 1)!y .
B 1)— B n—1 n—1
Par unicité du DSE, on a Vn € N*, n(z + 7”2' n(2) = (nZ— o c’est-a-dire Bp(z + 1) — By(z) = Zn .

7) Supposons que (P,)nen converge vers f et que le convergence est uniforme sur tout disque D(p).

Comme P, € £ et que tout compact K est inclus dans D(p) pour un certain p (assez grand), alors f € £ .
Réciproquement, supposons f € €. On a alors f(z) = >/ a,2". Posons P, (z) = Y.}_,an2". On fixe p € RT.
On aVz € D(p), |f(2) — Pu(2)] < ‘Zgﬁflﬂ anz"| < 35020 1 lan| p" reste d’une série convergente.

Donc limy,—, 4o 8P| <, | f(2) — Pu(2)| = 0, et ainsi f est limite uniforme de (P, )nen sur tout disque D(p).

zp, et it 2|p 9 9

2 € n e s 2 e n T T

8)a)Ona |[i7" ———— e ™ dt| > [7" dt = T elzlon — 2T lzl@nt1)n
ePne” — 1 m m m

Avec b= 3m, on a Vn € N*, [z] (2n 4+ 1)m < nb|z]|.



n! n! n n!
D’autre part, —— < — < — — 0, donc < n_1> est bornée par un réel K.
T 27 (2nm) (2m) Tpn neN*

K
Avec a = , on obtient bien Yn € N*, |4, (2)| < ae™I?l,

1A
b) On prend f(z) = > bnlnn(z)

br—1Ak(2)
k

br.—
| kk1| rF, ot = e,

Posons R, (z) = Z}j:ojﬁ-l

b1
k

Donc f est limite uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions polynémes. Donc f € £.

.On a SupP|z<p |Rn(z)| < az;:ojz—‘rl

Comme ZXSLH rF < 400 (car g € &), alors lim, o SUP|,|<, [ Rn(2)] = 0.

De plus, /(= +1) — f(2) = 545 2 (A 4 1) = An(2)) = 4% 20l = S5 b2 = g(2).

n=1 n=1 n
+00 bn.—14n(2)
n=1 n :

Remarque : Si on pouvait prouver la convergence, on aurait pris plus haut f(z) =
c) (i) On a inf{le* — 1|, 2 € A} = 0, donc il existe une suite (z;),.y dans A telle que lim;_;o |e* — 1] =0,
c’est-a-dire lim; o e = 1. On pose |z;| = (2n; + 1).

(ii) On a donc lim;j_, ;o eR°% = 1, donc lim;_, ;o Re z; = 0 (en composant par In puisqu’il s’agit ici de réels).
Comme |zj| = (2n; + 1), alors il existe des ¢; € {—1,1} tels que z; = ic;(2n; + 1)m + o (1).

(iii) On a exp(ie;(2n; + 1)m) = exp(ie;m) = exp(Fim) = —1.

Donc lim;_, o €% = —1, ce qui contredit I'hypothese lim; .,y €% = 1.



