Composition n°6. Durée 4h00

’Premier probléme. Processus de Galton-Watson‘

Partie I

Soit f: [0,1] — [0, 1] de classe C? telle que les dérivées f’ et f” soient a valeurs positives.
On suppose de plus f(1) =1 et f(1) > 0. On pose .

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 0 et Vn € N, upy1 = f(uy).

I.1) Montrer que la suite (uy)nen est croissante et convergente.

On pose L = limy,—, 4 o0 Up-

I.2) Montrer que L est le plus petit point fixe de f.

I.3) On suppose . Montrer que f(z) < x au voisinage de 1~ et en déduire L < 1.

I.4) On suppose et on pose . On a donc g1 =1— f(1—¢p).
a) Montrer que Vx € [0,1], f(z) > z. On en déduit que L vaut 1.

b) On vérifie aisément (admis ici) que Yn € N, ¢, # 0. Montrer que la série ) &, converge.

Ent1p” (MY Engpip”
s — 77” COnVerge.

c¢) Montrer que —
Enpp™ ™ Enlh

=1+ O(ep) et en déduire que la série > In (

d) Montrer qu’il existe une constante ¢ telle que &, ~ cu™.

I.5) On suppose .

a) Montrer que Vx € [0,1], f(z) > z. On en déduit que L vaut 1.

b) On vérifie aisément (admis ici) que ¥n € N, g,, # 0. Montrer que lim,,_, (
En+l  €En 2

1 1) e
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¢) En déduire (1 — uy,) ~ ————. On pourra utiliser le lemme de Cesaro supposé connu.

(M
Partie I1
On considére un espace probabilisé (€2, P).

On considére une famille (Xn7i)(n7i)€NxN* de variables. entiéres indépendantes et de méme loi que X.

On suppose que X est de moment d’ordre 2 fini et que ’P(X >2)>0 ‘ On pose |p = E(X) |

On considére (Y;,)nen définie par Yo =1 et
Yoti1(w) =051 Y,(w) =0
VneN, VYweQ, Yo (o)
Yot (w) = S0 X,4(w) sinon
Ainsi, Y,, représente le nombre d’individus a la génération n.
S’il n’y a pas d’individu a la génération n, il n’y en a pas plus a la génération suivante.
On dit qu’il y a extinction lorsque presque stirement il existe un entier n € N tel que Y,, = 0.

Autrement dit, il y a extinction ssi 'événement {w € Q | In € N, Y;,(w) = 0} est presque sir.

On note f(t) = E(tX) = 3120 pitF la série génératrice de X (et donc des variables X, ;), ou pp = P(X = k).

Pour n € N, on note ¢,, la série génératrice de la variable aléatoire Y.



On a donc pour t € [0, 1], ,,(t) = E(t'), et en particulier, pour ¢ € [0, 1], ¢y (t) = t.

I1.1) a) Montrer que pour tous entiers n et j € N, on a

+oo
Ve (0,1], Y P(Yoy =k | Y, =)t =ty
k=0

Indication : Utiliser Gg(t), ou S = E{Zle-.

b) En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que Vn € N, Vt € [0,1] ,  ¢,,.1(t) = ¢, (f(1)).
I1.2) Montrer que Y, est d’espérance finie et que E(Y,) = u™.
I1.3) On note « la probabilité d’extinction.

Montrer que o = limy,— 4 o0 Up, OU (Up)nen est la suite définie par ug = 0 et up11 = f(up).

I1.4) a) En utilisant la partie I, montrer que o = 1 si et seulement si p < 1.

min{n € N|Y,(w) =0} si 3neN, Y, (w)=0
b) On suppose p < 1. On définit T'(w) =

+00 sinon

Montrer que P(Y,, > 1) < u™. Que peut-on en déduire pour P(T > n) et P(T = +o0) ?
c¢) En déduire une majoration de E(T') dans le cas ou p < 1.
I1.5) On suppose p = 1. Montrer que P(T' = +00) = 0 et E(T) = +o0.

I1.6) Etude de la lignée. On suppose p < 1, et on pose

n —+oco
%:ZnaZ:Zn
=0 n=0

On admet que Z est une variable aléatoire (& valeurs dans N U {4o00}).
a) Montrer que P(Z < 4o00) = 1.

b) Montrer que pour tout & € N, la suite (P(Z, > k)), o converge vers P(Z > k).

En déduire que pour tout k € N, la suite (P(Z, = k)),,cy converge.

¢) Soit t € [0, 1[. Montrer que pour tous entiers naturels n et N, on a
N tN
t) — < =k) — = _
Grut) ~ Gz (0] < 3 [P(Ze = K) ~ P(Z = B)| + - —
k=0
d) En déduire que (Gz, ),y converge simplement vers Gz sur [0, 1[.

e) On admet que pour tout entier n € N,

vte[0,1], Gz, (t)=t f(Gz, (1))
Montrer que Z est d’espérance finie ssi p < 1, et calculer F(Z) dans ce cas.
f) Question supplémentaire : Donner une idée de la preuve de la formule admise au e).
I1.7) a) Montrer que la probabilité v que (Y},),en+ ne prenne pas la valeur 1 est non nulle.
b) Montrer que la probabilité que (Y;,)nen prenne la valeur 1 une infinité de fois est nulle.

¢) On montre de fagon analogue (admis ici) que pour tout entier k& € N* la probabilité que (Y},),en prenne la

valeur k£ une infinité de fois est nulle.

On note « la probabilité d’extinction et 5 la probabilité que lim, 4~ Y, = +00. Montrer que a + 8 = 1.



Second probléme : Equation de Guichard (Claude, 1861-1924) ‘

Partie I. Caractérisation des fonctions développables en série entiére sur le disque unité

On note D le disque unité fermé de C, U le cercle unité et Q le disque unité ouvert, c’est-a-dire
D={zeC||z| <1}, Q={z€C||z|<1} et U={z€C]||z|=1}

On dit que f: Q — C est DSE sur (2 ssi il existe (a)nen € CN telle que Vz € Q, f(z) = T 2.

n=0
1) Soit g : U — C une fonction continue sur U. Pour tout z € Q, on pose
1 2T g(ela)
= — 2 df
/() 27r/0 1—ze %
Montrer que f est DSE sur €.

2) Soit f: D — C une fonction continue sur D et DSE sur .

Ainsi, il existe une suite (an)neny € CV telle que Vz € Q, f(2) = j;i% anz".

a) Soit r € [0,1[. Montrer que

2rr"a, sin € N

2
Vn € 7Z, / f(re?e ™ qp =
0 (re®) 0sineZ*

b) En déduire que
27

0n _ing 2ma, sin €N
Vn € Z, f(e)e ™ df =

0 O0sineZ™

3) Soit f: D — C une fonction continue sur D. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est DSE sur €2

.. 1 2m f(ew)
Vze Q = — ———— db.
(11> z ) f(z) 27T 1 _ Ze_lg
4) a) Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur D et DSE sur .
On suppose que la suite (fy,)nen converge uniformément sur D vers une fonction f: D — C.

Montrer que f est DSE sur Q.

b) On dit qu'une fonction g : C — C est DSE sur C ssi il existe une suite (a,)neny € CV telle que

“+oo
VzeC, g(z) = Zanz”
n=0

Soit (gn)nen une suite de fonctions DSE sur C.
On suppose que la suite (gp,)nen converge simplement vers une fonction g : C — C.
On suppose que la convergence est uniforme sur tout compact de C.

Déduire de a) que g est DSE sur C. Indication : On pourra considérer z — g, (pz), ou p > 0.

Partie II. Polynémes de Bernoulli

On note & Pespace des fonctions DSE sur C, c’est-a-dire des fonctions f : C — C pour lesquelles il existe une suite

an)nen de nombres complexes telle que Vz € C, f(z) = S5 a,,2".
n=0



On utilisera les propriétés prouvées dans la partie I, ainsi que la propriété admise : toute fonction qui est limite

uniforme de fonctions continues sur une partie A de C est continue sur A.

5) a) Montrer qu’il existe une fonction w € &€ telle que Vz € C, €* = 1 + 2z — z%w(z) et que
VIsl < 1, w(z)] < py ot p=e—2
b) Montrer que pour tout n € N, la fonction f,, : 2 — > 3_, 2*w(2)* appartient a £.

¢) Montrer que la fonction f: D — C z +— est continue sur D et que

1 —zw(z)

+oo 2 it
1 .
VzeQ, f(z)= ZI” z2"  Lavec YneN, I, = / ¢ e~ gt
n=0 0

27T eeit . 1

6) a) Montrer que pour tout z € C, on a

+o0 n o seit it

B, (2) I,k n! e* et .
V c Q 2y — n n N B — ! n k — int dt
yeR flye nZ:O a4 n(2) =n k:zo k! 2m Jo et —1 ¢

b) Montrer que Vn € N*, Vz € C, B,(z + 1) — By(2) = nz""L.

Partie III. Equation de Guichard

L’objectif de cette partie est la résolution de 1’équation ’ (G): f(z+1)— f(2) =g(2) ‘

d’inconnue f : C — C dans l'espace des séries entiéres. On considére g(z) = E:;i% by 2™ une fonction DSE sur C.

n! 9 ezpneiteit Cint
On prend p, = (2n+ 1) 7 et A, (2) = P Jo 1 € dt.

On vérifie (admis ici) comme en partie II que A, (z) est un polynéme en z et que
Vn e N*, An(z41) — Ap(2) = n2™?

On utilisera dans la suite le résultat de la partie I : si f est limite simple d’une suite (fy)nen de fonctions de &,

et si la convergence est uniforme sur tout compact de C, alors f appartient a £.

7) Montrer qu'une fonction f appartient a £ ssi elle est limite d’une suite (P,),en de fonctions polynémes et si
la convergence est uniforme sur tout disque D(p) de centre 0 et de rayon p.
8) a) On admet qu’il existe unc constante m > 0 telle que Vn € N, Vt € R, ‘epneit — 1‘ > m.
Montrer qu’il existe des constantes a et b telles que Vn € N*, Vz € C, |A,(2)| < aexp(nb|z]).
b) Montrer que ’équation (G) admet une solution f € €.
¢) On veut justifier la propriété admise au a). On pose A ={z€ C|3IneN, |z| = (2n+ 1)7}.
On va montrer l'existence d’un réel m > 0 tel que Vz € A, |e* — 1| > m.
Supposons par ’absurde que ce n’est pas le cas.
(i) Montrer qu'il existe une suite (2;);.y dans A telle que lim;_, 4 €% = 1.
(ii) Montrer qu’il existe €; € {—1, 1} telle que lim;_ 4 (z; —ic;(2n; + 1)m) = 0.

(iii) Conclure a une contradiction.



Composition n°6. Addendum

1) Soient (u,)nen une suite convergeant vers 0 et un réel A €]0, 1] tels que w11 = Auy, + O(u2).
a) Montrer que > u,, converge.

b) Montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que u, ~ ¢ \".

2) Soit f: [~1,1] — R une fonction convexe de classe C? telle que f(0) = f’(0) = 0 et f”(0) > 0.
a) Montrer que f/(x) a méme signe que x au voisinage de 0.

b) Montrer que Vz € [—1,1] \ {0}, f(z) > 0.

c) (complément) Montrer qu’il existe > 0 tel que Vo € [—1,1], f(z) > p 22

3) Soit (X;)ien+ et N des variables aléatoires indépendantes entiéres, et S = ZZJ\; 1 X

a) Montrer que P(S = k) = > P(>2", X; = k) P(N = n).

b) On suppose les X; de méme loi que X. Montrer que V¢ € [—1,1], Gs(t) = GN(Gx(t)).

4) Soit (X,)nen+ une suite de v.a. entiéres indépendantes et S = > X,, € NU { + oo}.

On suppose que la série Y P(X,, > 1) converge.

a) On considere les événements A, : (Vn > p, X, = 0). Montrer que lim,_, ., P(4,) = 1.

b) Montrer que P(S < 4o00) = 1.

5) Soit (fyn)nen une suite de fonctions lipschitziennes de méme rapport K définies sur le cercle unité T

On suppose que (fy,)nen converge uniformément vers f sur I

f(ew) _ +oo

a) Montrer que pour tout |z| < 1, fo% 1 2o df =32 anz"™, ot a, = 02“ F(e®)ein® dp.
: ar fu(e) o [f(e”)
b) Montrer que pour tout |z| < 1, limyqoo f5 " ~— do = [;” T

1 — zet

2 fn(l) B fn(ew) do = 027r f(l) — f(ew) de.

¢) Montrer que lim, | [; -
—e

0 1 — eif
Indications

1) a) Critére de d’Alembert. b) On pose v, = A™"u,,. La série > In(v,+1) — In(vy,) cv (car en O(uy,)).

2) a) Par Taylor-Young, f/(z) ~ Az, avec A = f”(0).

b) f’ est croissante, est < 0 en 0~ et est > 0 en 0F. Donc f/'(z) < 0 sur [—1,0[ et f'(x) > 0 sur ]0, 1].

c¢) L’application g : z — f(z)/2? se prolonge par continuité en 0 et est > 0 sur [—1,1], donc inf|_y 39 > 0.
3)a) PO Xi=k,N=n)=P( ", X;=k)car N est indépendante de >, ; X;.

b) Gs(t) = E(tX) = 321° P(S = k) t* en utilise a) et Fubini (il y a cv absolue car Y,/°% P(S = k) [t/* < 1).
4) a) P(Ay) = P(Up>p(Xp > 1)) < Z:ﬁ‘; P(X, >1) — 0 lorsque p — +o0.

b) S est fini ssi 3p € N, ¥n > p, X,, = 0.

Donc P(S < +00) = UpenAp. Par continuité croissante, P(S < +00) = limp_, 1 P(4,) = 1.

few o0 7 nb n n
I 512 0u(0), avee u(6) = F(e%)e027. On a supi o lg0] < supr If] [2I"

On conclut par ITT pour une série normalement convergente sur un segment (inutile d’utiliser I'TT général).

fn(ew) f(eie) < Sup|fn_f‘.

1—zeif  1—ze?| = 11—z

5) a) On a

b) Par intégration d’une suite qui cv uniformément sur un segment :

(1) = fale”)

1 — e

c¢) Par ¢v dominée : cv simple sur |0, 27] et < K = ¢(0) et ¢ intégrable sur |0, 27/




