Composition n°5. Corrigé

’ Premier probléme ‘

Partie A
oo 2N . 1
1) a)Ona o(t)=> 7 série entiére en ¢ de rayon R = F > 1.
n z
z
Donc ¢ est C®, et on a ¢ (t) = >/ 2" = 5
—tz
2"
Remarque : On peut aussi utiliser le th sur les séries de fonctions ) fi,(¢), avec f,,(t) = .
>~ fn converge simplement et > f, converge normalement sur [0, 1], car supy q1 [f5,| = [2]" .

b) On a ¢'(t) = ((1 — t2)¢'(t) — 2) exp(p(t)) = 0, donc ¢ est constante sur l'intervalle [0, 1].
En particulier, on a ¢(1) = ¢(0), c’est-a-dire exp (L(z)) = 1/(1 — 2).
2) a) On a |L(z)| < 1% |Zl = —1In(1 — |z|) par le cours (cf DSE des fonctions usuelles).

b) On a L(z*) = O(|z|*) et comme 3 |2|* converge, alors 3 L(z*) converge absolument.

3) Par 1) b),on a: <H]kV:0 1_12k> = exp <Z,]€V:0 L(zk)) .

e + k
- existe et vaut exp (Y0 L(z")) .

1
Par passage a la limite et par continuité de exp, lim,_, 4~ H,ivzo T
—z
n
4) a) Si ZkN:1 kpr =n,on a0 < p, < T < n. Donc a fortiori ay(n) < (n+ 1)V.

Ainsi, ay(n) = O(n?) lorsque n tend vers +oo, donc Y, .y an(n) 2™ admet un rayon de convergence R > 1.

b) Lorsque (p1,...,pn) € En(n), on a nécessairement py < %, c’est-a-dire py < L%J )

Pour construire une suite (p1,...,pn) € En(n), on choisit donc pour p, un entier ¢ < L%J, puis une famille
(p1,...,pN—1) telle que Ziv:_ll kpr = n — gN.

On en déduit une bijection entre En(n) et I'union disjointe des Eny_1(n —gN), ou 0 < g < L%J .

Donc an(n) = Z(EZ/ONJ an—1(n —gN).

1
c) Soit N € N*. Montrons que V|z| < 1, fn(x) = fn_1(z) TN
-z
1
On a TN = :1;08 g = 3710 c(n)a™, avec c(n) = 1 si N divise g, et ¢(n) = 0 sinon.

Les deux séries entiéres >, .y an—1(n) ™ et 3,7 c(n)z™ ont un rayon de convergence > 1.

Les deux séries convergent donc absolument (car |z| < 1). Par produit de Cauchy, on a

+oo +oo too [/ n
Vx| <1, (Z an—1(n) :L’") (Z c(n)x”) = Z (Z an—1(n — k)c(k)) x"
n=0 n=0 n=0 \k=0
Or, Sgav-1(n = K)e(k) = S munipte ae v an-1(n— k) = S an—1(n — gN), done = an(n) par a).
1
On obtient ainsi fy_1(x) TN = ().

De plus, fo(z) =1, car ap(n) = 0si n € N* et ap(n) = 1.



1
Par récurrence immeédiate sur N € N, on obtient donc bien fy(z) = Hi\;l 1%
x

5) a) On fixe n € N. Comme py, < %,

Ainsi la suite (an(n))nen est stationnaire & partir du rang n. A fortiori, lim, 4 an(n) = an(n) = b(n).

alors Vk > n, pr, = 0. Donc VN > n, ay(n) = a,(n).

La suite (an(n))nen est aussi croissante, car ay(n) > ay—1(n) (cf 4) a) par exemple).

b) Soit M € N. On a 224:0 an(n) 2" <3 X0 an(n) 2 = fy(z). Or, limy—_ o0 an(n) = b(n).
Par passage & la limite N — 400, on en déduit Zﬁ/lzo b(n) " <lim,— 4o fn(x) = g().

En faisant tendre M vers +oo, on en déduit que 3 b(n) 2™ converge et 30 b(n) 2" < g(z).
D’autre part, les suites N — ax(n) sont croissantes, donc ay(n) < b(n).

On en déduit fn(z) =320 an(n) 2" < 3 X b(n) =

Par passage a la limite des inégalités larges, on obtient g(x) < .72 b(n) =

On en conclut par double encadrement que g(z) = Y b(n) =

Remarque : On pourrait aussi utiliser le th de cv dominée pour les séries, car lim, . any(n) = b(n)

n

Sachant que 0 < an(n) < b(n), il faut de toute fagon prouver d’abord la convergence de > %% b(n) x

6) a) L’existence de l'intégrale va résulter de 'application du théoréme ITT (cf énoncé du théoréme).

—nt —nt

et V>0, p(t) = In(1 —e~t) = — 3+ £

On pose fn(t) = -6

- On a bien ¢ = Y2 continue sur ]0, +o0].

1
- De plus, f, est intégrable et [;"° | f,(t)| dt = [7°° fu(t) dt = —.
n
- Ainsi, 3 [57°|fu(t)] dt converge.
1 2
Par le théoréme ITT, ¢ est intégrable et f0+°° o(t) dt = zoci — = —%.
n

b) On fixe 0 < z < 1. On effectue le changement de variable affine u = —tInz.

-1 —1 72 2
0 n(l —et) dt = mz 6 " 6(1-2) car Inz ~ (1 — x)

On obtient donc J(z) =

—Inxz

7) a) L’application ¢t — —In(1 — 27%) est (positive et) décroissante sur |0, +oo].

Par comparaison entre sommes et intégrales, on a donc

“+oo “+00
= In(1-4") g/ —1In(1 —z") dt
k=1 0

En composant par la fonction croissante exp, on obtient bien g(x) < exp (J(z)).

exp (J(2))

b) Soit 0 < z < 1. Comme les b, sont positifs, on a b,z™ < g(z), et donc b, < —
x

1
On prend z,, =1 — N On a donc b, < (z,) " exp (J(zy)) -
2 2
On a J(x,) ~ E\/ﬁ’ donc J(z,,) < 24/n pour n assez grand (car 5 < 2).



1\ ™" 1
De méme <1 — \/ﬁ> = exp <—nln <1 — \/ﬁ>) < exp (24/n) pour n assez grand.
(en effet, on a —In(1 —¢) ~ e en e =0, donc —In(1 — €) < 2¢ pour € assez petit).
On en déduit que b, < exp (4y/n) pour n assez grand.

Remarque culturelle :

b(n) représente le nombre de fagon de décomposer I'entier n sous la forme n = ;3 k pg, ou pr € N.
exp(ay/n) _ |
= \n.
6n
Dans le sujet Mines PC-PSI 2022, on montre que b(n) = Oy (), qui améliore 7) b).

On peut montrer qu’il existe des constantes a et /3 telles que b(n) ~

Second probléme ‘

Partie A

1. On a card M, ({—1,1}) = 2("*),

2. Soient X et Y € A. Ona XTAY =1 | Z?:l aijz;yj. On a a;jzy; = £1.

Donc ’XTAY‘ <n?et XTAY =n? [2], donc n? — 1 ¢ S(A).

3. Ona XTBY = (CTX)TA(DY). Lorsque Y décrit A, DY décrit A. De méme pour C7 X. Donc S(B) = S(A).
4. On a XTIY = 2191 + z2v1 + 2192 + 222 = (z1 + y1) (22 + y2). Donc S(I) = {—4,0,4}.

On a XTJY = 2191 + zoy1 + 2192 — T2y2 = (x1 + y1) (22 + y2) — 2y190.

On en déduit S(J) = {-2,2}.

Pour C' = Diag(1,¢) et D = Diag(1,¢’) et A= ( @ c >, ona £CAD =+ ( @ e > .

b d eb ec'd
Lorsque (g,¢’) décrit {—1,1}, £CID décrit toutes les matrices de My({—1,1}) de déterminant 0.

Lorsque (g,¢’) décrit {—1,1}, +CJD décrit toutes les matrices de Mo({—1,1}) de déterminant +2.

On en déduit que S(A) = {—2,2} si A n’est pas inversible, et S(A) = {—4,0,4} sinon.

5. Montrons (i) < (ii). On suppose (i). Il existe (X,Y) € A2 tel que XTAY = n?.

Comme |a;jz;y;j| < 1, alors V(i, j), aijziy; = 1, done V(i, ), zy; = (a;;) " = a;j, dot A= XYT.
Réciproquement, si A = XY7 | alors V(i, ), a;jzy; = 1, donc XTAY = n?.

Montrons (i) < (iii). Supposons A = XY 7. alorsrg A <rg X =1, et A # O, donc rg A = 1.
Réciproquement, supposons rg A = 1. Comme les colonnes de A appartiennent & A, les A; sont toutes de la forme
y; A1, et ainsi A = XTY, avec X = A;.

6. Pour construire de fagon bijective une matrice A vérifiant 4), on choisit la premiére colonne A; puis ya, ..., yn €
1)(n—1)2 ‘

{—1,1} tels que A; = y;A;. Il y a donc 22"~1 matrices de ce type. La proportion est donc (5

Partie B

T N o VO N
7. Ona XTAY =>"" x;2;, avec Zl_ijl aijy;-



OnaVvVX e A, Y0 zizi| <>, |z, avec égalité lorsque z; = 1si z; > 0, et 2; = —1si z; < 0.
Donce ga(Y) =31, ‘Z?:l aijyj‘ :

8. Soit i € [1,n]. Les a;;Z; sont indépendantes et de loi de Rademacher

Avec a;;Z; =1 — 2Uj, les U; sont des variables indépendantes de Bernoulli de paramétre %
Done » %, aijZ; =n —23"_, Uy, et donc P (Z?Zl aijjZj =n— 2k> =2""(}).

On en déduit par le th du transfert que £ <‘Z?:1 aijij = 2% Sieo (1) In — 2k|

Par linéarité de 'espérance, on a E (ga(Z)) =Y ;| E (‘Z;L:1 aijij = 2% o (3) In — 2k].
9.a) Par récurrence sur m. La propriété est vraie pour m = 0.

Soit m > 1. Supposons la propriété vraie au rang m — 1.
Onan(y7y)+(n—2m)(;) = n(7y) +n(p) —20(;7), car m(z) =n(57%).

On obtient donc n(]) — n(:;ll) = n(n;Ll) par la relation de Pascal.

9.b) On a — Ek o (1)(n—2k)=0car E (Z?:l az-ij) = i_10i;E(Z;) =0, car E(Z;) = 0.
De plus, \n —2k| >0ssik <m=|%|.Donc > o (})In—2kl =231, (})(n—2k). On conclut par a).
10.a) Il existe nécessairement Y € A tel que ga(Y) > E(ga(2)).

Et il existe X € A tel que XTAY = g4(Y).

2 n2

Donc il existe (X,Y) € A2 tel que X7 AY > i (Ln/2J) D’ou M(A) > T (Ln72lj)
10.b) On a n! ~ v2mnn"e™".

- Supposons n = 2p + 1 impair. On a (L?J?ll) = (25)-

(2p)!  VAmp(2p)Pe® _2n7l - on? 2 n
Or, ng ™~ Ty . D’ou — (Ln/2J) ~ —n3/2, car p ~ —.
(") (2mp)p*Pe VTP 2 T 2
2p—-1! _1(2p)
pllp—1)! 2 (ph?

- Supposons n = 2p pair. On a (Ln/QJ) = (” 1) =

o) . sced btient le méme équival 1 1
n est ramené au cas précédent et on obtient le méme équivalent car o173 ~ 9op il
Partie C

er 4+ e 22
11.a) On a ¢(A) =In <2> =In(ch A). On veut montrer que ¢(A) =In(ch A) < ER
Par parité, il suffit de prouver que la propriété est vraie pour tout réel A > 0.

sh A shA\?2 1
O A)=——c¢et MN=1—-[—] = <1.
ma @) =G5 et ') (mA> (chA)Z =
)\2

On a ¢"(N\) <1, p(0) = ¢'(0) = 0. En intégrant deux fois sur [0, \], on obtient YA > 0, p(A) < ER

(remarque : On peut aussi y reconnaitre 'inégalité de Taylor-lagrange).

11.b) Comme z — €” est strictement croissante, P (Sg > t) = P (e > M) |

E(eASk )
et :

Par Markov appliquée a la v.a. positive e’*, on a P (eASk > e’\t) <

D’autre part, e*k = AU AUk,



Comme ces variables sont mutuellement indépendantes, E(e*%) = E(er1)k = ke,

On en déduit bien P (S), > t) < ekePNe=A,
1% )
11.c) Par a) et b), P (Sp > t) < exp > At ) pour tout réel A > 0.

t % t2
On prend \ = Z qui minimise \ — o At. Donc P (S > t) < exp <2k> i

12. Montrons d’abord que les C;; sont indépendantes et de loi uniforme sur {—1,1}.
on*=1

Pour ¢;; € {—1,1}, on a P(Cjj =¢) = S = donc Cj; suit la loi uniforme sur {—1,1}.
1

On a P(V(i,7), Cij = €ij) = o7 = [Ti<i<ni<j<n P(Cij = €ij), donc les Cj; sont indépendantes.
On a z;y;C;j = £Cjj, donc est aussi de loi uniforme sur {—1,1}.

On a x;y;C;; fonction de Cj;, donc les z;y,;C;; sont indépendantes.

13. Soient X = (z1,...,x,) et Y = (y1, ..., yn) deux vecteurs appartenant a {—1,1}".

Ona XTCY =371 Y70 aiy;Cyj somme de n? v.a. Lid. de loi uniforme sur {—1,1}.

tn3/2)2 t2n
Par I'inégalité de Hoeffding de la question 11), on a P(XTCY > tn3/2) <exp|-— 52 = exp <> .
n
Or,

max (xTcy > n3?) c U (xTey > tn3/?)
R e (X,Y)e{-1,1}nx{-1,1}n

t? t?
Donc par sous-additivité, on a P(M(C) > tn®/2) < n?exp (;) = exp (— (2 —2In 2) n> .

14.a) Posons t = (2vIn2 +¢) et pu = (i — 21n2> > 0.

Par 13), on a P(M(C) > tn®/?) < exp (—pun) < 1.

Donc il existe A € M,,({—1,1}) telle que M(A) < (2v/In2 + £)n?/2.
En effet, sinon, on aurait P(M(C) > tn3/2) = 1.

14.b) Supposons par I'absurde que pour tout A € M, ({—1,1}), M(A) > 2v/In2n3/2.

Comme M,,({—1,1}) est un ensemble fini (non vide), on a min 4¢ pq,, ({—1,13), M (A4) > 2vIn 2n3/2,
1l existe donc € > 0 assez petit de sorte que (2v/In2 + £)n3/? < min e, ({—1,13), M (A).

Ce qui contredit a).



