Composition n°3. Corrigé

Premier probléme. Transformation d’Euler et accélération de la convergence

L Ona o So(~DFANE) = 5 Shool-DH(7 (k4 1) F(8) = —3 Shoo(~ DM F (k1) = 5 Sho(~ 18 £ ().
Done Jun + 5 Sho(~1)(A)() = Sio(-1FF(k) + 5(~1)1f(n + 1)

Comme S existe, lim,, ;o f(n) = 0, le terme de droite converge donc vers S = 3% (~1)"f(n).

Donc > (—1)"(Af)(n) converge et %uo + e (—=D)™(Af)(n) = S.

9 n=0

2. On procéde par récurrence sur p.

A chaque étape, on applique 1) a la suite de terme général (AP f)(n), qui vérifie bien les hypothéses (puisque par

hypothése de récurrence, la série converge).
1 1
Donc on a : 35155 (~1)"(APu)n = 5(APw)o + 5 S5 (~1)" (AP ).
Ce qui permet de déduire la formule au rang (p + 1) de la formule au rang p.

(=D™

_1 m
3. On applique 1) a la fonction f(z) = — (-1)
x+m

n+m’

, autrement dit a la suite f(n) =

La suite (f(n))nen décroit et converge vers 0, donc la série Y729 (—1)"f(n) converge par le CSSA.

Par 1), o a $1%5,(-1)" () = 3 £(0) + 5 SR 119 0 g(0) = (Af) = st

2

La série Y720 (—1)"g(n) vérifie elle aussi le critére spécial des séries alternées,

done [ 25 (-1)"g(m)] < 9(0) < e

1 1

On en déduit que (—1)"R,, = >0 (=1)"f(n) = 5+ O(—), d’out le résultat.
m m

4a. On montre par récurrence la propriété P(p) :

<< Pour toute fonction f € E, il existe = € [0,p] tel que APg(0) = g®)(z) >>.

La propriété est immédiate pour p = 0 (car A%f(0) = £(0)), et pour p = 1 par le théoréme des accroissements finis.
Soit p € N. Supposons la propriété vraie au rang p.

Posons g = Af. On a bien g € E' et APT1£(0) = APg(0).

On a par hypothese de récurrence appliquée a g, il existe z € [0,p] tel que APg(0) = ¢g®)(z).

Comme g = Af, alors g (z) = f®)(z + 1) — fP)(z).

Par le th des accroissements finis appliqué a f®), il existe y € [z, z + 1] tel que f®)(z + 1) — f®)(z) = fEHD(y).

Comme z € [0, p], alors y € [0,p + 1]. Et on a bien AP £(0) = £+ (y), d’ou le résultat.

Remarque : En fait, la commutativité de A et de 'opérateur de dérivation intervient de fagon essentielle :
Autrement dit, on a (Af) = f/(z + 1) — f'(z) = A(f), et on utilise cette propriété pour évaluer g (z).
4b. On fixe n € N et on applique a) a la fonction F : Rt — R définie par F(z) = f(n + z).

Ona AF(x)=f(n+1+4+2)— f(n+z) = Af(n+ x, et par récurrence immédiate, APF(z) = AP f(n + x).



En effet, F de classe C™ sur R*. De plus APF(0) = APf(n), et F®)(z) = f®)(n 4 z).

Par a), il existe donc y € [0,p] tel que APf(n) = f®)(n +y), ce qui prouve le résultat, car © =n +y € [n,n + p|.

5a. Avec u = (f(n))nen, on a APy = (AP f(n))nen par récurrence immeédiate sur p € N.

Par 4b, pour tout n, il existe z € [n,n + p| tel que (APu),, = AP f(n) = f®)(z), donc (—1)PAPf(n) > 0.

5b. On remarque que b* = e M, avec A = —Inb < 0.
Par 5a, il suffit de prouver que les fonctions f : x — m et g : & — e~ sont absolument monotones.
x
BB+1)...(B+p—1)

Or, pour tout = > 0, (—1)PfP)(z) = >0et (—1)PfP)(z) = NPe=?* > 0. D’ou le résultat.

(1 + xz)Ptp
Autre preuve : Pour w, = b", on peut aussi vérifier directement que Au = (b — 1)u, donc APy = (—1)P(1 — b)Pu.

6. Lemme : Supposons g de signe constant et bornée. Alors sup |Ag| < sup|g|.
En effet, Ag(z) = g(x+1)—g(z). Comme g(z+1) et g(z) sont de méme signe, on a |Ag(x)| < max(|g(z)|, |g(x + 1)|).

Donc sup |Ag| < sup|g|.

Comme ici les (—1)PAP f sont complétement monotones, on a sup |AP f| < sup |[AP7Lf| ... < sup|f].

Comme f est décroissante positive, on a sup |f| = f(0). D’ou le résultat.

Ta. La suite (f(n))nen décroit et lim, 4~ f(n) = 0.
Par le critére des séries alternées, S = > (—1)"f(n) existe.

P 1 p—1 (_1)k Ak 1 +o00 n(AP
ar 2), S = 3 <Zk:0 ok ( u)()) + Ry, avec R, = » neo(—1)" (AP f(n)).

La suite ((—1)PAPf(n))nen est complétement monotone.

—+00

T2(=1)"(=1)PAP f(n) vérifie aussi le critere des séries alternées.

Donc

1
Donc |R,| < > |APf(0)]  (premier terme de la série).

7b. Or, par 6), on a |APf(0)| < f(0). D’ou limy— 4o Ry = 0, ce qui donne le résultat.

Second probléme. Sommes de Riemann d’une fonction intégrable

t ¢ ¢ ¢
Remarque préliminaire : On a n < LLJ =3 donc < {hJ h=t

t n
Sur chaque intervalle [nh, (n + 1)h[, on a LLJ h = nh. Donc frghﬂ) gn(t) dt = h f(nh).
I1 faut bien comprendre le lien avec la méthode des rectangles (avec un pas de h).

1) Posons ¢(t) = (1 4+ t2)f(t). L’application ¢ est continue
On a p(t) = O400(1). Il existe donc a > 0 et M > 0 tels que Vi € [a,+oo], |p(t)| < M.
¢ est continue sur le segment [0, a], donc bornée sur [0, a].

On en déduit que ¢ est bornée sur [0, +oo[, d’ou le résultat.

C

b) Donc pour tout £ > h > 0, on a |ga(t)| < 37—



C
Donc Vh 6]0, 1], on a VvVt Z 1, |gh(t>| S m

——=5sit>1
On peut donc considérer p(t) = 1+ (t—1) , et o est bien intégrable.
Csitelo]

t
2) Pour tout t > 0, limy,_, {

hJ h =t, et par continuité de f, on a limy_o gn(t) = f(%).

La propriété de domination est vérifice par la fonction ¢ trouvée au a).

Par ailleurs, les fonctions g sont continues par morceaux (constantes sur les intervalles [nh, (n + 1)h][).

Par le théoréme de cv dominée pour un parameétre continu, limy,_ f0+ R(t) dt = +°° f(t) dt.
(N4 o0

Or, Zn oh f(nh) = [; gn(t) dt, donc Y, .y h f(nh) converge et 370 h f(nh) = gn(t) dt.

Remarque et rappel :

Si, au lieu de se placer sur [0, +00], on se place sur un segment [a, b], la propriété

b b
lim / gn(t) dt = / £(t) dt

est une conséquence directe de la propriété sur les sommes de Riemann (cf méthode des rectangles).

3) a) On a |f(t) exp(—2imzt)| < |f(t)| intégrable, d’on existence de f(z) et ‘f(:ﬁ ’ f+°° dt.

b) Posons g(t,x) = f(t) exp(—2imxt).
-On aVt e R, x+— g(t,x) est continue
- Pour tout z € R, [g(t,x)| < |f(t)] intégrable.

Par le théoréme de continuité des intégrales paramétrées, fest continue sur R.
1

4) a) On a f(t+n) = O ( — | lorsque n tend vers +oo.
n

b) La fonction F' est 1-périodique.

On aVn € Z, cu(F) = [}

o F(t)exp(—2mint) d fo f(t + k) exp(—2mint) dt.

oo f
On a fol |f(t+ k)| exp(—2mint) dt < supy, 117 |f] = Oxeo <k2) lorsque k tend vers +oc.
Par le théoréme ITT (appliqué aux deux sommes sur N et Z* ), on en déduit :

en(F) =302 0 F(t + k) exp(=2mint) dt = S [ o f(t+ k)exp(—2min(t + k)) dt, car €™ =1.
Dot ¢q(F) = S35 o[22 f(t + k) exp(—2min(t + k) dt = 3020 o [72° f(u) exp(—2minu) du = [ (n).
Ainsi, > |en(F)| converge, ]?(n) = O+co (;) D’ot, par le th de Fourier,

F(t) =325 __ F(n) exp(2mint).

n=—oo

¢) En particulier, F(0) = > f(n) en(0), c'est-a-dire 37 f(n) = 30 j/”\(n)

n=—oo n=—oo n=—oo

Soit a > 0. On applique cette formule a la fonction f,(t) = f(at).



On a f,(z = [T f(at) exp(—2imxt) f+°° u) exp(— 27rigu) dt = lﬁl (§> :
Parc),ona Y.t  f(na) =37 fu(n) =32 fa( )= Clt n=—o00 fa ( ) :

5) a) Par 4), on a pour tout & >0, ona >/ >° h f(na) =3+ f(ﬁ) )

n=—co ) \}

Il existe M € R et b > 0 tels que pour tout |z| > b, ( )‘ < %
Pour |h| < %, on a Vn € Z*, ‘ > ]h\ = b, donc Vn € Z*, f(%)‘ < (n%)Q = janh2

. 2 . 2
Donc ‘ toe ( )‘ < S Mh = % h?, et de méme ‘ o] (—%)‘ < % h2.
On en déduit que 7> A(%) = (0) + O(h?). On conclut par f (0) = fj;o f(t) dt.
b) Comme f est paire, 3,5 h f(nh) = h f(0) + 23725 h f(nh) et [T2°F(t) dt =2 [7° £(t) dt.
Done S5 1 f(nh) = [i° £(t) dt — %h £(0) + O(h?). On prend done A = [ f(t) dt et B = —» f( )

Exercice

L’intégrale est impropre en 07 en +o0.

En 07, on a In(t) exp(it?) = O1 (\}%), donc t — In(t) exp(it?) est intégrable sur ]0, 1].
Il reste donc & prouver l'existence de lim,—. o [, In(t) exp(it?) dt.

On effectue le changement de variable ¢ = /u, qui définit bien une fonction C* de [1, +oo[ sur [1, +oo].

. x 1 11n(u)
On obtient [} In(t) exp( (it?) dt = fl u) exp(iu) du, ot ¢(u) = 2\7 In(y/u) = 1 N
On a limy, 4o ¢(u) = 0, donc par IPP, fl u) exp(iu) du = —i fl (u) exp(iu) du.

11— 11In(u)

. 1
Or, ¢'(u) = 7 — 575~ Done ¢/ (u) exp(in) = O <u5/4> '

)
Comme 1> 1, u — ¢'(u) exp(iu) est intégrable sur [1, +o00[, ce qui permet de conclure.



