’Exercice A. Estimation d’une somme‘

($ _ t)n n+1 (x _ t)"
1) On a Rn(l‘) = f; Tf(n+1) (t) dt = nl foll‘ %l ent dt.
On effectue le changement de variable u = z — ¢, c’est-a~-dire t = x — u. On a dt = —du.
nn+1 0 u™ n+1

Dou Ry (z) = @) dy = e Jo (ue™)™ du.

n! <% k!

Gt 1 1 n+1
2) On a hmn—>+00 e hmn—>+00 <1 + > = €.
a mn

n

a .
Donc pour n > p assez grand, ntl <y, dou a, < ap y" P, et ainsi a,, = O(y").

n

3) a) u — e~ “ est strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur [1, +o0].

Donc M(z) < M(1) = e~ L.
nn+1
b) On a |R,(x)| < ™ o M(x)" < e™ a, M(x)", car x < 1.

Done Rp(2) = € Opoo((yM (2))".

Or, on peut trouver y > e tel que yM (x) < 1. Il suffit en effet de prendre y tel que e < y < M)
T

Donc Ry, (x) = €™ 0 4100(1), et ainsi T),(x) = €™ + 0 1 oo(€™?), c’est-a-dire T),(x) ~ "*

’Exercice B. Calcul de ’intégrale de Dirichlet‘

1) Ent =0 L1 _tosint o ot tinuité en 0 t p(0) =0
nt—= ona— — = ~N— = — n prolonge ar continuite en €en posan = U.
’ t sint tsint 6t2 6 P g p » €0 p 14

1 1
Comme ¢(t) = _ét + 0 (t), alors ¢'(0) existe et vaut ~5
-1 n —cost
2 (sint)?  (tsint)?
Or, on a t?cost — (sint)? = t3(1 — 2t + 0 (1?)) — t3(1 — 32 + 0 (t2))2 = =4t + o ().

OnaVvt>0 ¢(t) = (t? cost — (sint)?).

1
Donc limy_o ¢'(t) = 5 et ¢ est ainsi de classe C?.

_—l(b(t)cos(/\t + — f @' (t) cos(At) dt.

2) Soit A > 0. En intégrant par parties, on a ff o(t) sin(At) dt = y [

e

Do ‘ I o(t) sin(At) dt( < % (\¢(a)\ +lo®) + 7]t dt) . Par pincement, limy_, ;o0 [ ¢(£) sin(t) dt =
3) a) La seconde égalité est immédiate : Y p_ €2kt =14 37 (e2k 4 e72kt) = 14257 cos(2kt).
D’autre part, on a

SRkt =2int Y2 (2ikt _ oi2n

b) En 0%, on a A(t) ~ (2n + 1), donc la fonction h est prolongeable par continuité en 0, et J,, existe.

(exp(2i(2n +1)t) — 1  sin(2n + 1)t

= —1=2 6
exp(2it) — 1 sint M e i€ sin ().

Par a), J,, = 7r/2(1 +23 -4 cos(2kt))dt = T, car pour tout k € {1,...,n}, fo cos(2kt)dt = 0.
4) En 0, on a g(t) ~ (2n + 1), donc la fonction intégrée est prolongeable par continuité en 0, et I,, existe.
Onal,—J,= 7T/2 @(t)sin((2n + 1)t) dt, ou ¢ est la fonction définie au 1).

Comme ¢ est de classe C1, alors par 2), on a lim,, (I, — J,) = 0. Donc lim,, . o I,, existe et vaut 5

_ f0(2n+1)7r/2 Sinudu.

5) En effectuant le changement de variable affine u = (2n + 1)¢, on a I,
u

™

Donc L =limy, 400 Iy = 5

Probléme A. Preuve du théoréme de D’Alembert-GauSS‘




1) a) On a |P(2)| > |2"]| — ’an,lz"_l + .. taz+ ag}.
On a V|z| > 1,

2" =1
—m .
|2 =1

b) Quitte & diviser P par son coefficient dominant, on se raméne au cas ou P est unitaire.

n
an—12""1+ 4 a1z +ag| < m(|z[" 4 .+ 2] + 1) < m|f|| T Donc Y|z| > 1, |P(z)| >
2 —

n

2]

On définit alors m comme au a).

n_1 " —1
v ~ 2" 1 donc 2" —m
z—1 z—1
z" —1
= +o00.

= 2" + 04o0(x™) ~ 2"

Lorsque x — +o0,

En particulier, lim,—, 1o 2™ — m 1
T —

" —1
r—1

Donc pour tout M > 0, il existe xzg > 1 tel que Vx > xp, " — m > M.

On déduit de a) que pour tout |z| > zg, |P(2)] > M. Remarque : On dit que |P(z)| — 400 lorsque |z| — +00.
2) a) Ju+ ol = [pe? + e[ = (2)2 + ()2 + 200/ cos( — 0). Et [Jul — [ol* = (5~ )%

Donc |u+ v|* = [Ju| — |v]|* ssi pp cos(8' — 0) = —pp/, donc ssi cos(6' — 0) = —1, car pp’ # 0.

Il y a donc égalité ssi ' — 6 = 7 [27], c’est-a-dire ssi il existe A < 0 tel que v = Au.

Remarque : On peut aussi utiliser la relation valable dans tout espace euclidien :

lu+ o> = |[ul® + [v|* + 2 (u,v), ot (u,v) = Re(va) est le produit scalaire habituel dans R? = C.

Et par Cauchy-Schwarz, (u,v) = — |u||v| ssi u et v sont colinéaires de sens opposés.

b) On pose z — zg = pe? et a = |a| e et b= |b|e’’. On a Q(z) = |a| & + |b| p™ €' (M0+5),

On peut trouver des valeurs de 6 pour lesquelles nf + 5 = m + a.. On choisit p €]0, ] tel que [b] p™ < |a].
On a alors [Q(2)] = [lal — [b] ™| = |af  [b] p™ < |a].

3) a) Considérons le polynoéme Q(h) = P(zp + h).

Le polynoéme @), translaté de P, admet le méme degré que P, et en particulier n’est pas constant.

11 est donc de la forme Q(h) = a + bh™ + ..., avec b non nul.

Autrement dit, il existe un polynome R tel que Q(h) = a + bh™ + R L R(h).

Comme P(z) # 0, alors a = Q(0) # 0. Et P(2) = Q(z — 20) = a +b(z — 20)™ + (2 — 20)™ " R(z — 20).
b) On pose z — zg = pe' et a = |a| ' et b = |b| €'P.

On a P(z) = |a] & + |b| p™ €05 4w, avec w < p™ 1 R(pe).

On choisit désormais 6 comme au 2) b), c’est-a-~dire tel que nf + 5 = a + 7.

Alors P(z) = € (la| — [b] p™) + w, avec |w| = p™ ! |R(pe'?)|.

L’application p — |R(pei9)‘ est continue donc bornée au voisinage de 0.

Donc P(z) = e™(|a| — |b] p™) + w, avec |w| = O(p™*1) lorsque p — 0.

D’ou par I'inégalité triangulaire, |P(2)| < (|a| — [b] p™) + O(p™ ™) lorsque p — 0.

Donc |P(z)| < |a| pour p assez petit.

4) Supposons P € C[X] non constant.

Par 1) b), il existe 7 > 0 tel que Vz € C, |z| > r = |P(2)| > |P(0)].

Posons D = D(0,r). Par la propriété admise, il existe zg € D tel que Vz € D, |P(z0)| < |P(z)].



Autrement dit, z — |P(z)| admet un minimum sur D.

A fortiori, |P(z9)| < |P(0)].

On en déduit (en distinguant les cas z € D et |z]| > r) que Vz € C, |P(29)| < |P(2)].
Supposons par ’absurde que P n’admet pas de racine. Alors P(zp) # 0.

Donc par 3), il existe z € C tel que |P(z)| < |P(20)|. Ce qui contredit |P(z)| < |P(2)].

Probléme B. Etude de la moyennée d’une fonction

F
I.1) a) On a F(0) =0 et F' = f. Donc limg_,0 250 9(z) = limy_,0 z>0 (2)

— F(0) = £(0).
Donc g est bien continue en 0.

D’autre part, g est de classe C! sur ]0, +-00[ comme produit de fonctions C! (la primitive F est C1).

On a f(z) = f(0) +zf'(0) + o (z), donc g(z) = zf(0) + 12?f/(0) + o (z*) par intégration du DL

1
D’ou g(z) = f(0) + 5:1:]"’(0) + 0 (). On en déduit que g est dérivable en 0, et ¢'(0) = £ f/(0).

1
b) On a pour tout > 0, |g(z)| < —xsup|f| =sup|f]|, donc g est bornée, et sup |g| < sup|f]|.
x

¢) L’application g est dérivable sur |0, 4o00[, et ¢'(z) = M - :%2 o f(t)dt, du signe de zf(z) — [; f
Or af(z) — [y f(t)dt. = [y [f(x) — f(t)]dt >0, car Vt € [0,2] f(x) > f(t). Donc ¢'(x) > 0.
Autre méthode : Avec t = 0z, g(x fo f(0z) db. Pour x < y, f(0z) < f(0y), donc g(z) < g(y).

Autre méthode : F est convexe, car F' = f croissante.
F(z) — F(0)

T

Par le cours, la fonction pente z — est croissante.

I.2) a) L’application f périodique de période p est bornée sur R, car bornée sur le segment [0, p|.

L’application ¢ : x — forpf (t) dt = F(z 4 p) — F(z) est dérivable, et ¢'(z) = f(x + p) — f(z) = 0. Donc ¢ est
constante.
En particulier, on a pour tout > 0, ¢(x) fo

b) F est p-périodique ssi Vz, F(x + p) = F(z), donc ssi fo ) dt =0 par a).

c¢) On écrit f(z) = p+ w(x), avec p = ;fé)f

Alors w est p-périodique de moyenne nulle.

Donc sa primitive €2 est p-périodique et a fortiori bornée, donc F(x) = pux + Q(z) = px + O40(1).

On en déduit que M(x) = p+ O+Oo(£), et donc a fortiori, limy_, 40 M(x) = p.
Autre méthode : Soit x > 0. Posons n = U;J Posons K = [ f(t) dt.

Ona F(z) =) ,_ kp+pf (t)dt + [0 f(t)dt = nK +r(z), ou r(z) = [, f(t)dt.
Or, on a [r(&)] < [ [£(¢)]dt < (z — np) sup |f| < psup ], done lim, o0 ") =0,
Comme limy,—, 4o g = 1, alors limg_, 4 g(z) = [p( Donc f est moyennable et L(f) = 1fopf(t)dt

I.3) 1l s’agit du théoréme de Cesaro (en continu). Posons g(z) = f(x) — L = 0400(1).

Soit € > 0. On a pour z > a assez grand, |g(z)| < e. Posons K = [ [g(t) dt|.



Donc V& > a, | [y g(t) dt| <[5 lg(t) dt| + [T |g(t) dt| < K + ew.

K G
Donc Vz > a, |G(z)] < — + & < 2¢ pour z assez grand. Ainsi, lim, Glx) =I.
€ T

F(z)

Comme F(z) = Lx + G(x), alors limy_, ; =1L.

I.4) En intégrant par parties, on a F(z) = A(z)sin(z) — [; A'(t) sin(t)dt.

Par 3) appliqué a A, on a lim,_, i Jo A'(t)dt = 0, c’est-a-dire limy— 400 %A(x) =0.
Toujours par 3), appliqué a t — A’(¢) sin(t), on a limg_, 4o . fox A'(t) sin(t)dt = 0.
Donc f est moyennable, et L(f) = 0.

I.5) a) Soit f € E1 N Ey. On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire (f, g) fo
Ainsi, pour tout z >0, ([ f(t)g ) (Jo f@)2dt) ([ g(t)*de).

Avec g = 1, on obtient (5 f(t)dt ) < (fy f(t)dt), don <:c Jo f(t)at > < - fo (t)2dt.

En faisant tendre x vers +o00, on obtient par passage & la limite des inégalités, L(f)? < L(f?).

b) L’idée est de considérer une fonction présentant des variations, qui, mises au carré, deviennent beaucoup plus

grandes.

Posons f(t) = A(t) cos(t), avec A(t) = /(1 +1t). On a lim;_ 4o A’(t) = 0, donc par 4), f est moyennable.
1

On a f(t)2 = (1 +1t)cos(t) = ;(1 +£)(1 + cos2t), donc [y f(t)*dt = ... = Za: + O40().

1
Donc — fo (t)%dt = 1 + 04 5(1). Donc f2 n’est pas moyennable.

I.6) Avec t = e¥, on a [sin(Int)dt = [ e“sin(u)du = Im [ eI+)U dy = Im(lizeu“)“) = Le¥(sin(u) — cos(u)).

Posons F(x) = [ f(t)dt. Pour # > 1, on a F(z) = [ sin(Int)dt = %m(sin(ln x) — cos(Inx)).
1 1
Pour x > 1, on a donc —F(z) = §(sin(lnx) —cos(Inx)).
x
1 1 1 1
On pose z,, = exp(2nm) et y, = exp (g + 2n7r>. On alim, 400 —F(z,) = —3 # 5= limy, oo —F(yn).
L, n

Donc f n’est pas moyennable.
1
I1.1) Soit g = T(f) € ImT. Alors g est C! sur |0, +oo] et ¢'(x) = = (f(z) — g(z)) .

1
Comme f et g sont continues en 0 et ont méme valeur en 0, alors f(z) — g(z) = o (1), donc ¢'(z) = o () )

1
Réciproquement, soit g € E et supposons que g est C! sur |0, +oo[ et que ¢'(z) = o ()

x
On définit f sur ]0, +oo[ par Vz > 0, f(z) = (zg(z)) = z¢'(x) + g(z) et f(0) = g(0) = 0.
On a bien Vz > 0, [ f(t) dt = zg(x) et f est bien continue en 0, car zg'(z) = o (1).

1
I1.2) On considére g définie sur [0, +oo[ par g(z) = xsin <> siz > 0etg(0)=0.
x

1 1 1
On a g continue, de classe C! sur |0, +-o0[, et Vo > 0, ¢’(z) = sin <> — — cos < > .

x x2 x

1
Et z¢'(x) ne tend vers pas vers 0 en +oo, car ¢’ (2> = —(2n7)?. Par I1.1), g ¢ Im T..
nm



