Complément au cours sur la convergence dominée. Corrigé.
Exercice A. Théoréme de convergence dominée pour les séries.

1) a) On a |anp| < by, donc |A\,| < b, par passage a la limite des inégalités larges.

Donc ), oy @np et D, oy An convergent absolument par comparaison avec ), by

b) |5 anp — i M| < 0 any — Al = S0 o lany — Al + 23541 b, car an, — M| < 20,
c) Soit € > 0. Comme ) b, converge, il existe N tel que Z:SNH by < e

Comme Vn € N, \;, = limy, . o @y, p, alors par linéarité, lim, 4 Zﬁ;o lanp — An| = 0.

Donc il existe g tel que Vp > g, Zﬁ[:o lanp — Al < %5.

On déduit de b) que Vp > g, |Z:§)an,p S | < 3€+ 2¢ —¢.

P
n

2) On considére Vp € N*, Vn € N, a,, , = <1 - p> sin <p,et 0sin>p. Ainsi, Sy =37 any= ;Ocl’ . p-

OnaVneN, lim, yoanp=€e"etVpe N VneN, a,, <e "

Comme la série > e™" converge, on peut appliquer 1) avec b, = e™".

n_ 1 e

l—el e—1
3) a) Par définition E(Y,) =Y P _ nP(Y, =n).

On obtient donc lim,_, 4+ Sp = En o€

Posons R, = P(Y, > n). On a donc P(Y, =n) = R,_1 — R,.
Done E(Y,) = 320 n(Ry—1 — Rn) = b nRy1 — S0 nRy = Y0 g(n+ 1) Ry — 30 nRy.
On obtient donc E(Y,) = > P_ —pR,=>"_ Ry, car R, =0.

b) Comme les X}, sont indépendants, on a :

p
vn e {0,1,..,p}, P(Yp, >n) =P(X1 >n, X2 >n,... X, >n) =[[}_; P(X} > n) = (1 — Z) )

P
Donc on obtient E(Yy) = > <1 — n) = Sp.
p

Remarque : On obtient ainsi lim,_, o E(Y)) =
Ne pas confondre cette situation avec celle ol on choisit un nombre fixze m de variables Xj, ..., X;, de loi uniforme
dans E, = {1,2,...,p}. Avec Y = min(Xy, ..., X)), on peut montrer que E(Y) ~ L lorsque p — +o00.

m
Exercice B
1) Par le th convergence dominée, on a lim,_ 4« [ o= f ; [, mais cela ne permet pas de conclure.
En fait, on note que |f,,| < g par passage a la limite, et ainsi |f,, — f| < 2g intégrable.

Les |fn, — f| sont continues par morceaux et Vo € I, lim, 1 |fn(z) — f(x)] = 0.

Par le théoréme de convergence dominée, on a donc lim,_ ;oo [ [ fn—fl=0.

2) g est continue par morceaux. Si f est intégrable, g est intégrable, car |g| < |f].



a) Supposons g intégrable. Il existe M telle que |f| < M. Comme |f| < (1 4 M)|g| intégrable,

intégrable.

b) Contre-exemple : On considére f : [0, +0o[— R définie par

1
f(.’E) = 2" i ETLGN*’ T € |:7’L,’n,—{—2n|:7 et f(;p) = (0 sinon

On a alors f0+°° f(@) do =Y :Hw f=302m x2n =3 1 = foo.
[0 _ oo (A2 oo o 2" 00 - _
Mais [)"% g(x) de =27 [ g= n32"x1+2n§ 2T =1,

Ainsi, g est intégrable mais f n’est pas intégrable.
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