
Complément au cours sur la convergence dominée. Corrigé.

Exercice A. Théorème de convergence dominée pour les séries.

1) a) On a jan;pj � bn, donc j�nj � bn par passage à la limite des inégalités larges.

Donc
P
n2N an;p et

P
n2N �n convergent absolument par comparaison avec

P
n2N bn.

b)
��P+1

n=0 an;p �
P+1
n=0 �n

�� �P+1
n=0 jan;p � �nj =

PN
n=0 jan;p � �nj+ 2

P+1
n=N+1 bn, car jan;p � �nj � 2bn:

c) Soit " > 0: Comme
P
n2N bn converge, il existe N tel que

P+1
n=N+1 bn � 1

3":

Comme 8n 2 N, �n = limp!+1 an;p, alors par linéarité, limn!+1
PN
n=0 jan;p � �nj = 0:

Donc il existe q tel que 8p � q,
PN
n=0 jan;p � �nj � 1

3":

On déduit de b) que 8p � q,
��P+1

n=0 an;p �
P+1
n=0 �n

�� � 1
3"+

2
3" = ":

2) On considère 8p 2 N�, 8n 2 N, an;p =
�
1� n

p

�p
si n � p, et 0 si n � p. Ainsi, Sp =

Pn
p=1 an;p =

P+1
p=1 an;p:

On a 8n 2 N, limn!+1 an;p = e�n et 8p 2 N�, 8n 2 N, an;p � e�n:

Comme la série
P
e�n converge, on peut appliquer 1) avec bn = e�n:

On obtient donc limp!+1 Sp =
P+1
n=0 e

�n =
1

1� e�1 =
e

e� 1 :

3) a) Par dé�nition E(Yp) =
Pp
n=1 nP (Yp = n):

Posons Rn = P (Yp > n): On a donc P (Yp = n) = Rn�1 �Rn:

Donc E(Yp) =
Pp
n=1 n(Rn�1 �Rn) =

Pp
n=1 nRn�1 �

Pp
n=1 nRn =

Pp�1
n=0(n+ 1)Rn �

Pp
n=1 nRn:

On obtient donc E(Yp) =
Pp�1
n=0Rn � pRp =

Pp
n=0Rn, car Rp = 0:

b) Comme les Xk sont indépendants, on a :

8n 2 f0; 1; :::; pg, P (Yp > n) = P (X1 > n;X2 > n; :::;Xp > n) =
Qp
k=1 P (Xk > n) =

�
1� n

p

�p
:

Donc on obtient E(Yp) =
Pn
p=0

�
1� n

p

�p
= Sp:

Remarque : On obtient ainsi limp!+1E(Yp) =
e

e� 1 :

Ne pas confondre cette situation avec celle où on choisit un nombre �xe m de variables X1; :::; Xm de loi uniforme

dans Ep = f1; 2; :::; pg. Avec Y = min(X1; :::; Xm), on peut montrer que E(Y ) �
p

m
lorsque p! +1.

Exercice B

1) Par le th convergence dominée, on a limn!+1
R
I fn =

R
I f , mais cela ne permet pas de conclure.

En fait, on note que jfnj � g par passage à la limite, et ainsi jfn � f j � 2g intégrable.

Les jfn � f j sont continues par morceaux et 8x 2 I, limn!+1 jfn(x)� f(x)j = 0.

Par le théorème de convergence dominée, on a donc limn!+1
R
I jfn � f j = 0.

2) g est continue par morceaux. Si f est intégrable, g est intégrable, car jgj � jf j :



a) Supposons g intégrable. Il existe M telle que jf j � M . Comme jf j � (1 + M) jgj intégrable, alorsf est

intégrable.

b) Contre-exemple : On considère f : [0;+1[! R dé�nie par

f(x) = 2n si 9n 2 N�, x 2
�
n; n+

1

2n

�
, et f(x) = 0 sinon

On a alors
R +1
0 f(x) dx =

P+1
n=1

R n+2�n
n f =

P+1
n=1 2

�n � 2n =
P+1
n=1 1 = +1.

Mais
R +1
0 g(x) dx =

P+1
n=1

R n+2�n
n g =

P+1
n=1 2

�n � 2n

1 + 2n
�
P+1
n=1 2

�n = 1:

Ainsi, g est intégrable mais f n�est pas intégrable.


