Composition n°1l. Corrigé

A.1) G'(z) = F"(x)sin(z) + F'(x) cos(z) — F'(z) cos(z) + F(x)sin(x) = (F(z) + F"(x)) sin(x).
Comme F(z) + F"(z) = Yj_o(=1)*PP (2) + 31_o(~1)" PE*2(2) = P(z) + (=1)" P+ (a),

et que deg(P) < 2n, alors G'(x) = P(z)sin(z). Donc [J P(z)sinz = [G(x)sinz]j = F(0) + F(n).
Remarque : On peut directement obtenir [ P(x)sinz = F(0) + F(m) en intégrant 2n fois par parties.
A.2) a) Comme 0 est racine de P de multiplicité n, alors Vj € {0,1,2,...,n — 1}, PU)(0) = 0.

Pour j entier compris entre 0 et n, le coefficient en X"+ de P est ajin = (?)(—1)”‘j alb" I,

Il en résulte que P("Jrj)(O) =+n)ajm= (”jﬂj)! (?)(—1)”*jajb”*j € 7 car W € N.
Donc F(0) = Y_1_,(=1)kPER)(0) € Z.
b) Ona P(r— X) = %(% - X)"(a—0b(3 — X))" = P(X).
Donc Vk € N PR (7 — X) = (=1)*P®)(X). On en déduit que F(z) = F(r — ) et F(r) = F(0) € Z.
¢) Par 1), I, = [ P(x)sinz = F(0) + F(n) € Z.
D’autre part, I, = % fow sin(x)z"(a — bx)"dz est I'intégrale d’une fonction continue positive non identiquement nulle,

donc est strictement positive. On en déduit que I,, € N*.
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d)OnavVneN 0< [, < — f07r madx < . On en déduit par pincement que lim;,,—, 1 I, = 0.
n!

n.

Ce qui contredit Vn € N*, I,, > 1 (cf question précédente). Donc 7 est irrationnel.

B.1) a) Y1, (1)a*y"* = (z + y)" par la formule du binome.

b) > ko () Fynh = (Zk 0() Ry k):xn(l“i‘y)n_laetidy:l—x-

Autre solution : On utilise k( ) n( ) Onad;_, ( ) FAl—z)"F = nx py (kfl)mk*I(1—3:)(”*1)*(’“*1) = nz.

2
¢) Mémes méthodes qu’au b) : soit avec k(k —1)(}) =n(n — 1)}~ 2) soit avec x 8—((:v +y)").

o2
K\’ ko k(k—1)+k — 1)2? 1-
d) <x—> :x2—2—x+#.DonCT:x2—2ﬁx+M+%zu.
n n n n n n n

Remarque : La propriété se déduit directement des propriétés de la loi binomiale B(n, x).

En effet, si X suit la loi binomiale, E(X) = nz et V(X) = nz(1 — z).
A% X X 1-
Donc Y, <:L' — ) (DarynF =V <> = V(2 ) = 2 a:)

n n n n

B.2) a) On utilise Cauchy-Schwarz appliqué au produit scalaire (a,b) = Y ) _jwgarbg, ot wi > 0.

En prenant by = 1, on obtient (3 ,_, apwy)? < (Yhio aiwr) (Cr_owk) -

On prend ici ax =

z——|etwy=(})a"1—z)" " ona Y} qwp=1
n

(Remarque : variante avec (>, Tryn)? < (o x%)2 (Yo vi), avec T = ap/wk, et Yp = /wg).

z(zx —1)
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Done S(z)2 < Y7, <9: — i) (a1 —a)nF = — < 1 car e € [0, 1].



1
D’ou S(z) <

ou S(z) < NG
Remarque : En probas, 'inégalité résulte de E(Y) < \/E(Y?), avec Y =

car S(z) > 0.

ou X de loi B(n,z).

X
r— =
n

b) Supposons f de classe C'. Posons M = sup|f’|. Par I'inégalité des acc. finis, f est M-lipschitzienne.

Ona f(0) = B,(A)e) = Sy (£0) = £ () ) (a1 =), can Sy (a1 - = 1.

k k . M
Or, f(w)—f<n>’ <M l’—n‘. On en déduit supy 3 |f — Bu(f)| < M x S(z) = NG
B.3)Pour1§k§n—1,ona(2)Zn. En effet, (Z):n (n;l) (Z:i)-n(n_s—i_l)anlx...xl—n.

1 1
D’ou —(}) > 1 et ainsio Sriak(l -z < = (Dz*1—z)nF <
n n

S

B.4) (=) Supposons (ii).

On a [f(0) — P, (0)] < supjg ) |f — Pal, donc limy,— 400 ,(0) = £(0). Or, P,(0) € Z.
Il suffit donc de prouver que si limy, 1o uy = L et Vn € N, u,, € Z , alors L € Z.

Or, on a sin(wL) = limy,— 4 sin(mu,) = 0, donc on a bien L € Z.

(=) Supposons (i).

On pose Qn(z) = > 1, {f ) J F(1 —2)" % ou | | est la fonction partie entiére.

Pour k = 0 ou k =, L <’“> J ( )(g):o.
erzrzns i) (o

On en déduit |Qn(x) — Bp(f)(x)] < > p” 1133]‘5( — )", Donc par 4), |Qn(z) — Bn(f)(z)] <

<1, car pour tout y e R,ona 0 <y — |y| < 1.

S

De plus, SUPJo,1] |f —Qnl < SupPjo,1] |f — Pal + SupPjo,1] [P — Qn|. Dot limy 4 oo SuPjo,1] |f —Qnl = 0.

k
De plus, @, est bien & coefficients entiers, car {f <> (Z)J est un entier. D’ou (ii).
n

C.1) Par l'inégalité triangulaire, |> 7 exzi] < D 5y lenzi]l = D opeq 2kl

C.2) On a |z| > Re(z), donc > 7_; zx] > Re(D - zx) = > py Re(zx) = D f_ py cos Oy.

On peut généraliser en prenant yi = zj exp(—if) au lieu de zj :
On a |3 5y 2kl = [ k=1 vkl = Re(Xof—y yr) = 25—y py, cos(0k — 0).

C.3) Pour (e1,€2,....en) € {—1,1}", on a | Y ), exzi| > Y _p_q prck cos(d — 0) en appliquant b) aux ejzy.

On choisit les g € {—1,1} tels que e cos(fy — 6) = |cos(0y, — 0)| : on prend e = 1 si cos(f — 0) > 0, et —1 sinon.
Preuves des propriétés admises

On a p(t) = F(z +T) — F(x), ot F est une primitive de f. On a F de classe C1, et ©/(t) = f(x + T) — f(z) = 0.

et g f(t) dt est constante.

Donc ¢ : ¢ — [
Posons m = infjg ) f et M =supjg ) f. Onam < 7 fo ) dt < M. Et f(]0,T]) = [m, M] par TVI et Weierstrass.

Donc il existe xg € [0,T] tel que f(z0) = 7 fo



C.4) a) Soit ¢ € R. Comme la fonction F : ¢t — |cos(t — )| est continue et m-périodique, et que son graphe est

obtenu par translation de celui de u — |cos(u)]|, alors on obtient par la propriété admise :

T w/2 /2 b2
/ lcos(t — | dt = / |cos(u)| du = / cos(u) du = [Sin(u)]iz/2 =2
0

—m/2 —7/2
D’ou fo7r Sp(t) dt = 22:1 Pk foTr lcos(Or — t)| dt = ZZ:1 Pk fo7r |cos(t — Ok)| dt =2 22‘21 Pk

1 2
C.5) La fonction S, est m-périodique et la valeur moyenne de S,, vaut — fgr Sn(t) dt, Cest-a-dire = > 7 p.
T T
2
Comme S, est continue, par la propriété admise, il existe 6 € [0, 7] tel que S, (0) = = 1 -
T

2
Par 2) b), il existe (€1,€2,...,en) € {—1,1}" tel que |Yp_; ekzk| > Sn(0) = =D 1, i
T
+lpour0<k<p
C.6) Posons n = 2p. 1l est assez naturel de prendre ¢} =
—lpourp<k<n

On sait que la somme des racines n-iéme de 'unité est nulle, donc Zz;é zi = 0.

o _ 1 o sin(pm/n) 2 pr
On en déduit que ‘ n-lo 2 ’:2’ pfl e2ikm/n| — 9 - = — ,car — = —.
aue |2 ko k% k=0 sin(m/n) sin(m/n) n 2
2 2
Comme 0 < sin (%) < %, alors on obtient bien ‘ZZ;& EpzE| > ?n = "0 2] -

Question supplémentaire :

+1lpour 0 <k<p
Lorsque n = 2p 4+ 1 est impair, on prend de méme e =

—lpourp<k<n

_s sin(pm/n)

On obtient alors ‘Zz;é skzk‘ =2 ‘Ei;é e2ikm/n

sin(m/n)
0 . (pﬂ')‘ . (n—1)m . (7’[‘ T ‘ (77)
sin (— )| =|s ~—— J|=|sin{=——])|=cos|—]).
Bl m on M2 "oy 2n
_ 2n) 1 2n 2 1
D ’ n_l ‘ — 2COS(7T/ — > - ’VL_ .
one |3 o Ex2k sin(m/n) sin(w/2n) — 7w T 2 k=0 |2



