
1) Étudier la convergence uniforme de la suite (fn)n2N, où fn : [0;+1[! R x 7�!
p
x

1 + nx
:

2) On admet que toute fonction continue sur [0; 1] est limite uniforme de fonctions polynômes.

a) Soit f : [0; 1]! R continue telle que 8n 2 N,
R 1
0 t

nf(t) dt = 0: Montrer que f est nulle.

b) (F) Soit f :]0; 1]! R continue intégrable telle que 8n 2 N,
R 1
0 t

nf(t) dt = 0: Montrer que f est nulle.

3) (F) (Oral X ) Soit, pour n 2 N, fn : [a; b]! R de classe C1 sur [a; b], avec sup jf 0nj �M indépendant de n.

On suppose que (fn)n2N converge vers f : [a; b]! R. Montrer que la convergence est uniforme.

4) (F) (Oral X ) Soit (un)n2N une suite de fonctions convexes convergeant sur un intervalle I:

Montrer que la convergence uniforme sur tout segment intérieur à I.

5) (extrait Oral Centrale) Soient d 2 N�, et (Pn)n2N une suite dans Rd[X] convergeant simplement sur [0; 1].

Montrer que (Pn)n2N converge uniformément sur tout segment de R et que (Pn)n2N converge simplement sur R.

6) On considère pour tout x � 0;

f(x) =

+1X
n=1

(�1)n�1
(x+ n)

a) Montrer que f est bien dé�nie et est continue. Montrer que f est de classe C1 et croissante sur R+.

b) Déterminer un équivalent de f(x) en +1.

7) Soit (an)n2N décroissante, positive et de limite nulle.

En utilisant la transformée d�Abel, montrer que
P+1
n=0 an cos(nx) converge sur ]0; �[ vers une fonction continue f .

8) (Oral Centrale) a) On considère

fn(x) =
nY
k=1

(1� qkx)

Montrer que (fn)n2N converge sur R vers une fonction continue f .

b) Déterminer une base de l�ev des fonctions f 2 C0(R;R) véri�ant 8x 2 R f(x) = (1� qx)f(qx).

9) a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de fn :]0; 1]! R x 7�! xn lnx.

b) Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série
P
fn:

10) Soit

f(x) =
+1X
n=1

1

n+ n2x2
:

Montrer que f est dé�nie et de classe C1 sur ]0;+1[.

11) a) On pose, pour a et x > 0, f(x) =
P+1
n=0 x

a exp(�n2x). Etudier la continuité de f sur ]0;+1[.

b) On suppose a > 1
2 : Etudier limx!0;x>0 f(x), en comparant f(x) avec une intégrale.

12) (Mines) Pour �1 < x < 1 et � 2 R, montrer que

+1X
n=1

1

n
xn sin(na) = arctan(

x sin a

1� x cos a)



13) (Mines) Ensemble de dé�nition, de continuité, de dérivabilité de

f : x 7�!
+1X
n=2

(�1)n
n(n� 1)x

n

14) (Mines) On considère (an)n2N dé�nie par a0 = 1 et

8n � 0; an+1 =
1

2

nX
k=0

�
n

k

�
akan�k

Montrer que S(x) =
P+1
k=0

an
n!
xn est dé�ni pour tout jxj < 1. Relier S(x)2 et S0(x): En déduire an.

15) (ENS ) On note dn le nombre de diviseurs positifs de n.

Pour s > 0, on pose �(s) =
P
n�1 n

�s et f(s) =
P
n�1 dn n

�s.

a) Montrer que
Pn
k=1 d(k) = O(n lnn) et en déduire les valeurs de s pour lesquelles f(s) < +1.

b) Montrer que f(s) = �(s)2 (ce qui permet de retrouver a)). Donner un équivalent de f(s) en x = 1+:

16) (Mines) Soit (an)n2N une suite strictement croissante de réels tendant vers +1, avec a0 > 0: MontrerZ +1

0

 
+1X
n=0

(�1)ne�anx
!
dx =

+1X
n=0

(�1)n
an

17) (X ) a) Etudier la convergence de la série de fonctions fn : x 7�! (x� n)�2, dé�nies sur R n Z:

b) Soit un réel c > 2: Soit f : R! R continue telle que

f(
x

2
) + f(

x+ 1

2
) = cf(x)

Montrer que f = 0:

c) Montrer que pour tout réel x non entier,
P+1
n=�1

1

(x� n)2 =
� �

sin�x

�2
:

18) Soit f : [0; 1]! R une fonction k-lipschitzienne.

a) Montrer que f est limite uniforme des polynômes Pn dé�nis par

Pn(x) =

nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk(1� x)n�k

b) Théorème de Chudnovski : On suppose de plus f(0) 2 Z et f(1) 2 Z.

Montrer que f est limite uniforme de polynômes de Z[X].

19) On considère P0(x) = 0 et 8n 2 N, Pn+1(x) =
1

2
(x+ Pn(x)

2).

a) Montrer que 8x 2 [0; 1], (Pn(x))n2N est croissante et converge vers f(x) = 1�
p
1� x:

b) Montrer que (Pn)n2N converge uniformément sur [0; 1] vers la fonction f:


