
1) (Mines) Soient X et Y deux variables aléatoires admettant des moments d�ordre 2. On suppose V (X) > 0.

Trouver a et b dans R minimisant E((Y � aX � b)2):

2) Une puce se déplace sur l�axe Z en partant de 0. A chaque étape, elle fait un saut (d�une unité) à droite avec

une probabilité p, et un saut à gauche avec une probabilité q = 1� p.

On note Xn l�abscisse au bout de n sauts. Calculer la loi de Xn, son espérance, sa variance.

3) Soit X = (X1; :::; Xn) 2 Rn, où les Xk sont des v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes.

a) On pose M = XXT . Déterminer la loi de rg(M) et de tr(M).

b) Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projection.

4) (Mines) Soit X;Y; Z trois variables aléatoires entières, indépendantes et de même loi.

Que dire si X + Y + Z est toujours divisible par 3 ?

5) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de loi uniforme sur [[1; n]].

On pose M = max(X;Y ) et T = min(X;Y ) et D = jX � Y j :

a) Déterminer la loi et l�espérance de T . En déduire l�espérance de M:

b) Calculer E(D). Déterminer un équivalent de E(T ) et de E(D) lorsque n! +1.

6) Soient X1 et X2 des v.a. de Poisson P(�) et Y une v.a. de Rademacher, les v.a. étant indépendantes.

Calculer la probabilité que la matrice M =

�
X1 X2
Y X2 X1

�
soit diagonalisable dansMn(R).

7) (ENS ) Soit (Xn)n2N� une suite de v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes.

On pose N = minfn 2 N� j Xn = 1g et Y = XN+1 + :::+X2N : Déterminer la loi de Y .

8) Soient X et Y deux v.a. indépendantes qui suivent une loi géométrique de paramètre p 2]0; 1[.

Trouver la loi de U =
X

Y
et calculer E(U). Montrer que E(U) > 1:

9) (ENS ) Soit [a; b] � R et X1; :::; Xn des v.a. i.i.d. à valeurs dans [a; b] de même loi que X, avec E(X) = 0:

a) Soit t > 0. Montrer que E(etX)) � exp
�
t2(b� a)2

8

�
:

b) Soit s > 0. On pose Sn = X1 + :::+Xn: Montrer que P (Sn � s) � exp
�
� 2s2

n(b� a)2

�
:

10) Soient V1; :::; Vn des vecteurs unitaires d�un espace préhilbertien réel (produit scalaire).

On se donne n variables aléatoires de Rademacher deux à deux indépendantes X1; :::; Xn.

a) On considère la variables alétoire R = k
Pn
i=1XiVik

2 : Montrer que E(R) = n:

b) Montrer qu�il existe ("1; :::; "n) 2 f�1; 1gn tel que k
Pn
i=1 "iVik �

p
n:

11) Soit un entier n � 3. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On les tire une à une sans remise.

On note X le nombre de tirages e¤ectués pour obtenir les boules numérotées 1; 2; 3. Déterminer la loi de X.

12) a) Montrer que P (A1 [ ::: [An) =
P
I�f1;2;:::;ng(�1)(card I)�1P (

T
i2I Ai):



b) On munit l�ensemble E des permutations de [[1; n]] de la loi uniforme. Montrer que le nombre dn de dérangements

(c�est-à-dire les permutations sans point �xe) vaut dn =
Pn
k=0(�1)k

�
n
k

�
(n� k)! = n!

Pn
k=0(�1)k

1

k!
:

En déduire un équivalent de dn=n! lorsque n tend vers +1.

c) Déterminer l�espérance et la variance du nombre N de points �xes de � 2 E.

13) a) Soit � une fonctionK-lispchitzienne sur [0; 1]. Pour tout x 2 [0; 1], on suppose connue une famille (X(x)
n )n�1

de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli B(x). On pose, pour n 2 N�, S(x)n = 1
n(X

(x)
1 + :::+X

(x)
n ):

On pose �n(x) = E(�(S
(x)
n ). Montrer que (�n(x))n2N� converge uniformément vers � sur [0; 1].

b) En déduire une preuve du théorème de Stone-Weierstrass pour les fonctions lipschitziennes.

14) On dispose d�une pièce de monnaie pipée de loi inconnue. Expliquer comment à l�aide d�une suite (Xn)n2N�

de tirages on peut réaliser une expérience aléatoire de probabilité 1
2 :

15) Soit (Xn)n2N� une suite de v.a.r. i.i.d. dé�nies sur un espace (
;A; P ) de même loi B(p), avec 0 < p < 1:

Pour tout n 2 N, on considère Yn = Xn +Xn+1:

a) Les v.a. Yn sont-elles indépendantes ? Calculer la covariance de Yn et Ym pour n < m:

b) Soit " > 0. Montrer que limn!+1 P
����� 1nPn

k=1 Yk � 2p
���� � "� = 0:

16) Soit x 2 [0; 1]. Soit (Xn)n2N� une suite de variables de Bernoulli indépendantes de paramètre x.

Pour n 2 N� , on pose Sn = X1 +X2 + :::+Xn.

a) Soit n 2 N� . Déterminer la loi de Sn.

b) Soit f 2 C0([0; 1];R).k-lispchitzienne. Montrer que Qn(x) = E
�
f

�
Sn
n

��
est un polynôme.

b) Montrer que limn!+1 sup[0;1] jQn � f j) = 0:

17) Soient (Xn)n2N une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On pose N = cardfX1; :::; Xng.

a) Montrer que E(N) = o (n) lorsque n! +1.

b) On suppose E(X1) < +1. Montrer que E(N) = O(
p
n) lorsque n! +1.

18) On note Sn l�ensemble des permutations de f1; 2; :::; ng.

a) Pour � 2 Sn, on note X(�) le nombre de points �xes de �. Calculer E(X) et V (X).

b) Pour � 2 Sn, on note Y (�) la longueur de l�orbite de 1 par �: Calculer E(Y ).

c) En déduire le nombre moyen de cycles dans la décomposition de �.

19) (ENS ) Soit X une variable aléatoire prenant un nombre �ni de valeurs.

On dit que � est une valeur médiane ssi P (X � �) � 1
2 et P (X � �) � 1

2 .

a) Montrer qu�il existe une valeur médiane. Est-elle toujours unique ?

b) Trouver t minimisant t 7�! E((X � t)2).

c) Trouver t minimisant t 7�! E(jX � tj). Indication : Étudier le graphe de f : t 7�!
Pn
k=1 ak jxk � tj.



20) a) Soit pour � > 0, X� une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre �:

Soit " > 0. Montrer que P (jX� � �j � "�)! 0 lorsque �! +1.

b) Soient X�, Y� et Z� des v.a. qui suivent la loi de Poisson de paramètre �. Déterminer la limite lorsque �! +1

de la probabilité que le polynôme A� X2 +B� X + C� ait toutes ses racines réelles.

21) a) Soit (Zn)n2N� une suite de v.a.r. i.i.d. telles que 8n 2 N�, 8k 2 N�, P (Zn = k) = 2�k:

On pose Tn = Z1 + Z2 + :::+ Zn. Montrer que pour " > 0, limn!+1 P (jTn � 2nj � "n) = 0:

b) Soit (Xn)n2N� une suite de v.a.r. i.i.d. telles que 8n 2 N�, 8k 2 N�, P (Xn = 2k) = 2�k:

On pose Sn = X1 +X2 + :::+Xn. Montrer que pour k > 1
ln(2) , limn!+1 P (Sn � kn lnn) = 0:

Indication : Considérer la probabilité qu�il existe m 2 f1; 2; :::; ng tel que Xm � k lnn:

22) On lance une pièce qui a une probabilité p de donner pile. On note N le nombre de lancers nécessaires pour

obtenir deux fois pile. Donner la loi de N . Calculer E(N).


