1) (Mines) Soient X et Y deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2. On suppose V(X) > 0.
Trouver a et b dans R minimisant E((Y — aX — b)?).

2) Une puce se déplace sur 'axe Z en partant de 0. A chaque étape, elle fait un saut (d’une unité) a droite avec
une probabilité p, et un saut & gauche avec une probabilité ¢ =1 — p.

On note X, 'abscisse au bout de n sauts. Calculer la loi de X,,, son espérance, sa variance.

3) Soit X = (X1,...,X,,) € R™, ot les X}, sont des v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes.
a) On pose M = X X7 Déterminer la loi de rg(M) et de tr(M).

b) Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projection.

4) (Mines) Soit X, Y, Z trois variables aléatoires enti¢res, indépendantes et de méme loi.
Que dire si X +Y + Z est toujours divisible par 3 ?

5) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de loi uniforme sur [1,n].

On pose M = max(X,Y) et T =min(X,Y) et D =|X —-Y]|.

a) Déterminer la loi et 'espérance de T'. En déduire ’espérance de M.

b) Calculer E(D). Déterminer un équivalent de E(T") et de E(D) lorsque n — +o0.

6) Soient X; et X5 des v.a. de Poisson P(\) et Y une v.a. de Rademacher, les v.a. étant indépendantes.
X1 Xo

Calculer la probabilité que la matrice M = ( YXo X;

) soit diagonalisable dans M, (R).

7) (ENS) Soit (X,,)nen+ une suite de v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes.

On pose N =min{n € N* | X;, =1} et Y = Xn41 + ... + Xon. Déterminer la loi de Y.

8) Soient X et Y deux v.a. indépendantes qui suivent une loi géométrique de parametre p €]0, 1].
X
Trouver la loi de U = v et calculer E(U). Montrer que E(U) > 1.
9) (ENS) Soit [a,b] C R et Xq,..., X, des v.a. i.i.d. & valeurs dans [a, b] de méme loi que X, avec E(X) = 0.

; tX t2(b — a)?
a) Soit ¢t > 0. Montrer que E(e"*)) < exp —5 /)

2 2
b) Soit s > 0. On pose S, = X1 + ... + X;,. Montrer que P(S, > s) < exp <_(bs)2> '
n(b—a

10) Soient V4, ..., V,, des vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel (produit scalaire).

On se donne n variables aléatoires de Rademacher deux & deux indépendantes Xj, ..., X,,.

a) On considere la variables alétoire R = ||>°1 X;Vi|*>. Montrer que E(R) = n.
b) Montrer qu’il existe (g1, ...,e,) € {—1,1}" tel que ||>1, & Vi|| < /n.
11) Soit un entier n > 3. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On les tire une & une sans remise.

On note X le nombre de tirages effectués pour obtenir les boules numérotées 1,2, 3. Déterminer la loi de X.

12) a) Montrer que P(A; U...UA,) = Elc{l,z...m}(_l)(card D=1P(N,c; Ab).



b) On munit ’ensemble E des permutations de [1, n] de la loi uniforme. Montrer que le nombre d,, de dérangements

1
(c’est-a-dire les permutations sans point fixe) vaut d,, = > j_o(=1)*(})(n — k)! = n! ZZ:O(_l)kﬁ-

En déduire un équivalent de d,,/n! lorsque n tend vers +oc.

c¢) Déterminer 'espérance et la variance du nombre N de points fixes de o € E.

13) a) Soit ¢ une fonction K-lispchitzienne sur [0, 1]. Pour tout z € [0, 1], on suppose connue une famille (Xff))nz 1
de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli B(z). On pose, pour n € N*, S{) = %(Xf” + ...+ X,(Lx)).

On pose ¢, () = E(qS(S,(lx)). Montrer que (¢,,(x))nen+ converge uniformément vers ¢ sur [0, 1].

b) En déduire une preuve du théoréme de Stone-Weierstrass pour les fonctions lipschitziennes.

14) On dispose d’une piéce de monnaie pipée de loi inconnue. Expliquer comment & 'aide d’une suite (X,,)nen=

de tirages on peut réaliser une expérience aléatoire de probabilité %

15) Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. i.i.d. définies sur un espace (€2, A, P) de méme loi B(p), avec 0 < p < 1.
Pour tout n € N, on considére Y, = X,, + X,41.
a) Les v.a. Y, sont-elles indépendantes 7 Calculer la covariance de Y,, et Y;,, pour n < m.

25)20.

16) Soit = € [0, 1]. Soit (X, )nen+ une suite de variables de Bernoulli indépendantes de parameétre x.

1
b) Soit € > 0. Montrer que lim,_, o, P (‘ Yoo Y —2p
n

Pour n € N* | on pose S, = X7 + Xo + ... + X,,.

a) Soit n € N* . Déterminer la loi de S,,.

b) Soit f € C°([0, 1], R).k-lispchitzienne. Montrer que Q,(z) = E <f <in>) est un polynome.
b) Montrer que limy,— 400 Supjo 17 [@n — f|) = 0.

17) Soient (X, )nen une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On pose N = card{ X1, ..., Xp, }.
a) Montrer que E(N) = o (n) lorsque n — +o0.

b) On suppose E(X1) < +00. Montrer que E(N) = O(y/n) lorsque n — +0o0.

18) On note S,, 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}.

a) Pour o € S,,, on note X (o) le nombre de points fixes de 0. Calculer E(X) et V(X).

b) Pour o € S,,, on note Y (¢) la longueur de l'orbite de 1 par o. Calculer E(Y).
c¢) En déduire le nombre moyen de cycles dans la décomposition de o.

19) (ENS) Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs.

On dit que A est une valeur médiane ssi P(X < A) > 1 et P(X > \) > L.

a) Montrer qu’il existe une valeur médiane. Est-elle toujours unique ?

b) Trouver ¢ minimisant ¢t — E((X — t)?).

¢) Trouver ¢ minimisant ¢ — F(|X — t|). Indication : Etudier le graphe de f : ¢ —— >.7_, ay |z — t|.



20) a) Soit pour A > 0, X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre A.
Soit € > 0. Montrer que P(] X\ — A| > e)\) — 0 lorsque A — +o0.
b) Soient X, Y) et Z des v.a. qui suivent la loi de Poisson de parameétre A. Déterminer la limite lorsque A — +oo

de la probabilité que le polynome Ay X2 4+ By X + C) ait toutes ses racines réelles.

21) a) Soit (Zy,)nen+ une suite de v.a.r. i.i.d. telles que Vn € N*, Yk € N*, P(Z,, = k) = 27F.
On pose T,, = Zy + Z3 + ... + Z,,. Montrer que pour € > 0, lim, o P (|7, — 2n| > en) = 0.
b) Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. i.i.d. telles que Vn € N*, Vk € N*, P(X,, = 2¥) = 2%,

On pose S, = X7 + Xg + ... + X,,. Montrer que pour k > ﬁ, lim,, 400 P (Sy, > knlnn) = 0.

Indication : Considérer la probabilité qu’il existe m € {1,2,...,n} tel que X,, > klnn.

22) On lance une piéce qui a une probabilité p de donner pile. On note N le nombre de lancers nécessaires pour

obtenir deux fois pile. Donner la loi de N. Calculer E(N).



