’Cogitos : Intégrales dépendant d’un parameétre

Exercice A

1) On considere f(z) = [ bl? z) dt.
ol _

a) Prouver que f(x) est bien défini pour tout x € R. Remarque : Ce serait faux si on prend e* au lieu de sin(tx).

b) Montrer que f : R — R est de classe C.

<7 t
2) On considére désormais f(1) = 0+Oo 5in( i
ot —

sm( )

dt.

a) Montrer que - =YX 0, (1), ot @, (t) = sin(t)e ™.

1
b) Pour A € C de partie réelle > 0, montrer que f+°° M dt =
En déduire que pour tout n € N*, on a: ["® ¢, (t) dt = o
q p 9 . 0 (pn - n2 + 1 .
1
c) Les séries ) - 0+°° e Mdtet Y, e 0+°° te~" dt sont-elles convergentes ? En déduire f(1) = 3.7 R
n

Exercice B

On considere f(z f — tm dt.

1) Montrer avec soin que f (33) est défini pour tout z > —1.
2) Justifier que lim;_, 4 f(z) = 0.

3) Calculer f'(z), et en déduire f(x).

1 1
Indication : Mont / t — 1 tT dt = — .
ndication ontrer que f'(z fo P R
En déduire que f(x) < > + k. Conclure avec 2) que k = 0.

Exercice C

On rappelle que fo © e=u? oy =

Sl

—x
1) Montrer que f(z) = 0+°° 1e+ 2

dt est définie pour tout z > 0, et que f est continue sur [0, +oo].

2) a) Montrer que f est de classe C! sur |0, +oo| et est solution de I'équation différentielle (E) :y —y' = ——~.
b) Montrer que lim,_, ;~ f(z) = 0.
VTET oo €7
3) En déd dt
) En déduire que f(z) = 5 s 7

Remarque : Noter que f est la solution de (F) convergeant vers 0 en 400.

4) Déterminer un équivalent de f en +oc.

Indication : On peut utiliser 3) et une intégration par parties ou bien utiliser la définition initiale de f avec le

changement de variable v = ty/x et le théoréme de convergence dominée.



Corrigés des Cogitos sur les intégrales dépendant d’un parameétre

Exercice A

1) a) Posons Vt > 0, p(t) = 5:1( z) On a o(t) = sin(t)

el —

— x en 0, donc ¢ prolongeable par continuité en 0.
En 400, ¢(t) = Ot (e_t) et comme t — e~ ! est intégrable, alors ¢ est intégrable.

sin(tx) Oy B
1 On a a—x(t,m) =3

b) Posons ¢(t,z) = 1 cos(tz).

. 0y .
- Pour tout z, les applications t — ¢(t,z) et t — 8—(1&7 x) sont continues par morceaux.
T

- Pour tout t > 0, Papplication x — f(x,t) est continue.

d
- Pour tout z € R, a—i(t,x) <P(t) = 10, 4+-o00.
t
Donc f : R — R est de classe C*, et f'(z) = 0+O° T cos(tx) dt.
e J—
1 e’t + + _ + —
2)a)Onth>0,et_1:1_e = et et = S0 em ()t = SFoe ot
in(t
Ainsi, Zn_( i =312 0, (1), avec ¢, (t) = sin(t)e ™.
et +00
b) On a f0+°° e M dt = {—)\} = car lim 4o e ™ =0 (car |e*>‘t| = e(ReNt ot Re X < 0).
0
1 1
* +o0 e — +oo - -
Donc, pour tout n € N*, on a [;"™ ¢, (t) dt = sin(t)e™ ™" dt = Re( e~ (=0t dt) = Re <n — z) =il

1
c)Ona [ e dt =~ donc la série Z Jo7% e dt diverge.

Ona [;"te ™ dt = f+°o it qt = —2 donc la série 3 [7° te™ dt converge.

On va appliquer le theoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions.

On va utiliser la majoration |p,,(t)| < te™™, qui résulte de |sin(¢)] < t.
1
On a ainsi Zo‘i o len@)] dt <30 O+°° g =31 — 5 < foc.
t 1
Par le théoréme ITT, on en déduit que [, Zm_( i dt =3 O+°° (t) dt =329 mOSEE
Exercice B
1) On considere f(x f — tx dt. Soit x > —1.
Ent—1- t_lt’” | (1 t) (t—1)
nit= —_— ~ I (In ~ — .
" Int e !
Lot—1 1 ey . ,
Ent=07, It ¥~ i =O(tx € ), oll on choisit € > 0 assez petit pour que z +e—1 > —1.
n —In
Donc t — _t t* est intégrable sur |0, 1].
n
t—1
2) On a Vt € [0, 1], limg—, 4 o0 t*, donc limy—, 4 oo Tt t* =0.
n
-1 t—1 .
D’autre part, on a Vo > 0, Vt € [0, 1], S < e ©(t) intégrable sur 0, 1].
n
Par c¢v dominée et caractérisation séquentielle, on en déduit que lim,_, ;o f(x fo 0dt=0.
t—1 t—1 g
3)E tg(z,t) = t* = vint =(x,t)=(t—1) ¢
) n posa'n g<x7 ) hlt lnt € ? on a ax (x? ) ( )
Jg

Pour tout on a Vz € [o, +00], Vt €]0, 1],

ox

—(z ,t)’ < 1% = (), avec ¢ intégrable sur |0, 1].



1 1
x+2 x+1

On en éduit que f/(z fo (t—1)t* dt =

2
Donc f(z) =In (i i 1) + k. Par 2), on a lim, 4~ f(z) =0, donc k = 0.

Exercice C
—zt?

141¢2

- 1
— 142

1) On utilise la domination uniforme Vz € R, (Vt € [0, 4o0],

= <p(t)> , avec ¢ intégrable.

On en déduit que f(z) est définie pour tout z > 0, et que f est continue sur [0, +00].

€_$t2 0g t? 2
2) a) Avec g(z,t) = 3@ o2 a—x(a:,t) =13g°¢ v
Montrons que la domination de 89 est unfirme en z pour tout x € [a, +oo[, ot a > 0.
x
0
En effet, on a Vz € [a, +o0], Vt € [0, +00], 8g<337t)’ < e~ = (t), avec ¢ intégrable sur ]0, +oo].
x
+o00 t2 2
On en déduit que f est de classe C1 sur ]0, +ool, et que f'(z) = — [, e~ dt.

1+ 2
f f oo —u? g, — 2\\//2 (avec le changement de variable u = \/xt).

—xt?

Done f(z) - f'(a) = [ e~ dt =

42
ert

t V> 0, limg_ 40— = 0.
¢ Hle—too 377

b) On peut appliquer la convergence dominée car

<
142~ 14¢2

1
On peut maj < fFem gt = P e du =040 [ —= ), d i t 1 = 0.
n peut majorer f(z) < e \f Jo u = 010 7z ) onc par pincement lim o, f

3) On sait résoudre (E) par la méthode de variation de la constante.

Les solutions de (H) : y' = y sont les y(t) = ke'.

T

2Vt

dt+kz>, avec k € R.

On pose donc y(t) = z(t)el, et y vérifie (E) ssi 2/(t)e! = —

Donc les solutions de (E) sont les y(z) = \/7;6 (

v e
'V
Ainsi, il existe k tel que f(z) = — \/7;6 < 19667 dt + k)

—t

+o00 €

LoV

4) Premiére méthode : En intégrant par parties, on a f

T —t
Or, comme lim,, 4~ f(z) =0, on a k = dt, d’on on conclut y(z) \/ge [ e—t dt

too €t 7_’_1‘4—006

\[ 2t3/2
—t — —t —x
“+o00 € 1 +o0o —t +o00 e - e
N 532 dt‘ < 5o N dt = 5 3/2 Donc | 532 dt =0 400 <\/5)

ft e T
On en déduit que f+°° — ~ —, donc f(x) ~
SRV

Or,

VT
2z

1 —
Deuziéme méthode : Avec u = t\/x, on obtient f(x) = —g(x), avec g(x) = O+°o ¢

NS 1+u?/z
e’ 2 ev’ 2
OnaV:c>OVu>07<e*“: w) et Vu >0, lim, 100 —5— =€ .
I . N . +0o0 —u \/7?
Par cv dominée (variante avec parameétre continu), on obtient lim, o g(z) = [, du = 5

Ainsi g(x) ~ \/27?, et f(z) = \}Eg(:c) ~ 2\\//7;



