DA de suites définies implicitement

DA de suites définies par une équation

1) a) Montrer que pour tout n € N*, I'équation 2® + nz = n admet sur R une unique solution z,.
b) Déterminer lim,,_, 4o Zp,.

Indication : Avec f,(z) = z° + nz — n, noter que lim, ;o fn(1 —€) <0 et que f,,(1) > 0.

c¢) Donner un développement asymptotique a deux termes de .

2) Pour tout n € N, on considére P, (z) = z3 — 322 + 1 + n(z — z?).

a) Montrer que P admet trois racines reéelles a,, b, et ¢, vérifiant a,, <0 < b, <1 < ¢p.

b) Montrer que limy, o0 an, = 0 et lim, 1o a, =1 et ¢, =N+ 2 4 0400(1) lorsque n tend vers 4o0o.

Equivalents des suites u,+1 = f(uy)
3) Soit f:[0,a] — [0,a] de classe C2 tel que f(0) =0, f'(0) =1 et Vx €]0,a[, 0 < f(z) <z < .
a) On considére une suite (x,,)nen définie par zg €]0, af et x,41 = f(z,,). Montrer que limy, 4o z,, = 0T
b) On suppose f(x) =z — A\x? + o (22), avec A > 0.
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— — = A\. En déduire z,, ~ —.
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Montrer que limy,—, 1o

c) On suppose f(z) =z — px® + o (z3), avec a > 0.

On consideére (x,,)pen définie par xg > 0 et 2,41 = f(x,). On suppose lim;,, oo 2, = 07
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Montrer que lim;, . ((Un+1)2 — (un)2> = 2u, et en déduire u, ~ , /2171'

Solution 1) ¢) On pose z, = 1 — ¢, avec &, > 0 et lim,,, 1 o €, = 0.
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On ane, = (1 +¢,)% donc e, ~ —. Donc &, =1 — = + o0 <> .
n n n
1
Remarque : On peut trouver un terme supplémentaire. On pose x, =1 — — + %, avec limy, o0 ap = 0.
n n
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On a alors <1—+n> =1—a,. Doncl——+4o <> =1-— ay, donc a, ~ —.
n n n n n

Doncxnzl—%—i-%—ko <732>

2) a) Comme deg P = 3, il suffit de vérifier que P s’annule dans chaque intervalle | — oo, 0[, ]0, 1[ et |1, +o0].
Or, on a limy_, o P(z) = —o0, P(0) =1, P(1) = —1 et lim,_, 4o P(x) = +00.

b) Soit € > 0. On a —e — €2 < 0, donc lim,,—, 400 Pn(—¢) = +00, donc P,(—¢) > 0 pour n assez grand.
Comme P,(0) > 0, alors —¢ < a, < 0 pour n assez grand. Donc lim,,_, |« a,, = 0.

De méme, on montre que pour € €]0, 1], lim,, 40, Py (1 — &) = 400, donc 1 — e < b, < 1 pour n assez grand

Comme (relations entre coefficients et racines) a,, + b, + ¢, =n+ 2, alors ¢, =n+ 2+ 0400(1).

3) a) [0, af est stable par f et (z,)nen est décroissante (car f < Id).

La limite L = limy,—, 4 2, existe dans [0, x| et vérifie donc f(L) = L par continuité de f en L.
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b)Ona |——— )~ =\ car f(z) ~z et x — f(z) ~ Az2. Donc lim,,_, —— =\

yona (5 -3) ~ 5 () (@) oo
Par Cesaro, lim,,_,yoc —— = A, c’est-a-dire x,, ~ — (car A non nul)..
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c)On a L 1) o /\—lA car f(z)? = 2%(1 — px? + 0 (22))? = 22(1 — 2ux? + o (z2).
flx)? a2 24

On conclut & nouveau par composition des limites, puis Cesaro.
On peut ensuite passer a la racine carrée les équivalents : si lim,_.g % =1, alors lim,_.q Z((;‘f;z =1.



