
Interrogation d�informatique no9. Union-Find. Corrigé

1) def creerPartitionEnSingletons(n) :

parent = [ i for i in range(n) ]

2) def representant(parent,i) :

j = i

while parent[j] != j : j = parent[j]

return j

La complexité est en O(n), atteinte dans le cas d�une représentation �liforme : 0! 1! 2! :::! (n� 1)
Ce qui correspond au tableau parent = [1,2,3,...,n-2,n-1,n-1]

3) def find(parent,i,j) :

return representant(parent,i) = representant(parent,j)

4) def fusion(parent,i,j) :

parent[representant(parent,i)] = representant(parent,j)

5) Partant de la partition en n singletons, cette succession de fusions aboutit à la partition en un seul groupe,

codé par l�arbre 0! 1! 2! :::! n:

La fusion de 0! 1! :::! (i� 1) et i en partant de 0 nécessite O(i) opérations.
Donc la complexité est O(n) pour la partition initiale puis O(n2) pour les fusions, donc O(n2) au total.

6) On crée un dictionnaire L de listes selon la valeur des représentants : les clés sont les représentants et la valeur

L[i] est la liste du représentant i.

def partitionTableau(parent) :

n = len(parent)

for i in range(n) :

j = representant(parent,i)

if j in L : L[j].append(i)

else : L[j] = [i]

return L.values()

6) On crée un dictionnaire L de listes selon la valeur des représentants : les clés sont les représentants et la valeur

L[i] est la liste du représentant i.

def partitionTableau(parent) :

n = len(parent)

for i in range(n) :

j = representant(parent,i)

if j in L : L[j].append(i)

else : L[j] = [i]

return L.values()

Remarque : Comme i prend des valeurs croissantes, les ajouts se font dans l�ordre et les classes sont triées.

7)

def fusion(parent,rang,i,j) :

a = parent[i] ; b = parent[j]



if rang[a] < rang[b] : parent[b] = a

elif rang[a] > rang[b] : parent[a] = b

elif a != b :

parent[b] = a ; rang[a] = rang[a] + 1

Lors d�une fusion de deux classes, la fusion des deux classes conduit à un arbre où l�un des représentant devient

un �ls de l�autre.

Lorsque le rang du �ls est strictement inférieur à celui du père, le rang n�est pas modi�é.

Mais lorsque les deux classes sont distinctes et ont le même rang, la fusion des classes conduit à un arbre dont la

hauteur est augmentée de 1 par rapport à ceux des classes.

8) Supposons la propriété vraie pour les deux classes (distinctes) que l�on fusionne.

Notons k et l les rangs deux classes.

- Si les rangs k et l sont di¤érents, le rang de l�union des classes vaut max(k; l):

Or, la réunion contient au moins 2k + 2l éléments, donc a fortiori au moins 2max(k;l) éléments.

- Si les rangs k et l sont égaux, le rang de l�union vaut k + 1:

Or, la réunion contient au moins 2k + 2k = 2k+1 éléments.

Donc la fonction fusion préserve bien l�invariant considéré.

9) Par 8), pour toute classe de cardinal m et de rang k, on a m � 2k, donc k � logm � log n:
Or, representant a un coût en O(k), où k est le rang de la classe considérée. D�où une complexité O(log n):

10)

def representant(parent,i) :

j = i ; stock = []

while parent[j] != j :

stock.append(j) ; j = parent[j]

for k in stock : parent[k] = j

return j

Même complexité que la première version (on parcourt deux fois la branche au lieu d�une fois).

11)

On reprend la même fonction que celle proposée à la question 5).

Pour justi�er la complexité linéaire, il su¢ t de justi�er la complexité linéaire de l�instruction :

for i in range(n) : ... L[representant(parent,i)].append(i)

Chaque arête du graphe associée à la forêt d�arbres n�est considérée qu�une seule fois (puisqu�ensuite remplacée

par une arête pointant directement d�un sommet vers la racine) et il y a O(n) arêtes (dans un arbre à r sommets,

il y a r � 1 arêtes). D�autre part, d�autres arêtes sont ajoutées qui pointent d�un sommet directement vers son
représentant. Il y a ici aussi O(n). Donc au total, le nombre d�appels à parent est en O(n) lors de l�exécution de

l�instruction.

12)

def cycle(parent,a) :

return find(parent,a[0],a[1])

13)



def foretCouvrante(n,A) :

B = [] ; parent = creerPartitionEnSingletons(n)

for a in A :

if not cycle(parent,a)

B.append(a)

fusion(parent,a[0],a[1])

return B

Le coût en est en O(m log n) pour les tests cycle(parent,a) et O(n) pour les fusions et la construction de B (qui

contient au plus (n� 1) arêtes). D�où une complexité en O(n+m log n):


