
Devoir d�informatique no1

Exercice. Codage des matrices creuses par des dictionnaires

Les matrices creuses sont des matrices où la proportion de coe¢ cients non nuls est très faible.

L�idée est alors de stocker seulement les coe¢ cients non nuls.

Une matrice carrée creuse A 2Mn(R) est dé�nie par le dictionnaire dont les couples (clé,valeur) sont d�une part

("dim"; n) et d�autre part les ((i; j); A[i; j]) pour lesquels A[i; j] 6= 0:

Par exemple, A = {�dim�:10,(0,1):5,(3,2):1,(4,6):-1}

Écrire une fonction somme(A,B) qui renvoie la somme de deux matrices creuses de même dimension.

On proposera une fonction de complexité linéaire en les tailles des dictionnaires A et B, c�est-à-dire en les nombres

de coe¢ cients non nuls des matrices A et B.

Problème. Recherche du médian et problème de sélection

Soit L = [x0; :::; xn�1] un tableau de n réels deux à deux distincts (codé en Python par une liste de �ottants).

Pour 0 � g < d � n (avec g pour gauche et d pour droit), L[g : d] désigne le sous-tableau [xg; :::; xd�1]:

On dit qu�un élément x est de rang p dans L ssi il existe dans L exactement p éléments strictement inférieurs à x.

L�élément de rang 0 est ainsi le minimum de L. L�élément de rang n� 1 est le maximum de L:

Le problème de sélection consiste à trouver l�élément de rang p dans L, c�est-à-dire l�élément d�indice p lorsque L

est trié par ordre croissant (avec 0 � p < n).

La recherche du médian est un cas particulier du problème de sélection : il correspond au cas p =
jn
2

k
.

On se propose de trouver une méthode de complexité optimale déterminant l�élément de rang p.

1) On se donne 0 � p < n.

Expliquer brièvement comment on peut obtenir l�élément de rang p en O(n lnn) opérations.

2) Écrire une procédure-fonction TriPartiel(p,L) qui renvoie l�élément de rang p du tableau L, en procédant

par des échanges sur les éléments de L de sorte à placer dans les (p+1) premières cases de L les (p+1) plus petits

éléments, classés par ordre croissant.

Par exemple, TriPartiel(1,[7,1,4,3,6]) renvoie 3

On proposera une fonction de complexité O(np).

Dans la suite on utilisera cette fonction uniquement sur des tableaux de petite taille.



3) Écrire une fonction moyenne(g,d,L) qui étant donné un tableau L de longueur n et deux entiers g et d (gauche

et droite) véri�ant 0 � g < d � n, renvoie la valeur moyenne des entiers du sous-tableau L[g : d]:

Par exemple, moyenne(1,5,[1,2,3,4,10]) renvoie 1
4(2 + 3 + 4 + 10) = 4:75

4) On se donne un réel v, appelé pivot.

On veut dé�nir une procédure-fonction partition(v,g,d,L) qui étant donné un tableau L de longueur n et deux

entiers g et d véri�ant 0 � g < d � n,

- modi�e l�ordre des éléments du sous-tableau L[g : d] de sorte que tous ceux qui ont une valeur inférieure ou

égale au pivot v soient situés avant ceux qui ont une valeur strictement supérieurs à v:

- renvoie l�entier k tel que

(
pour tout i véri�ant g < i < k, on a L[i] � v

pour tout j véri�ant k � j < d, on a L[j] > v

On propose un algorithme e¤ectuant O(d� g) opérations :

- on utilise deux curseurs i et j, initialisés par i = g et j = d� 1

- à chaque étape jusqu�au test d�arrêt (à déterminer), on e¤ectue les opérations suivantes :

- si L[i] � v, on e¤ectue i = i+ 1

- sinon, et si L[j] > v, on e¤ectue j = j � 1

- sinon, on échange L[i] et L[j].

a) Écrire la procédure-fonction partition(v,g,d,L).

b) Justi�er à l�aide d�invariants de boucles (c�est-à-dire de propriétés vraies à chaque étape, portant ici sur les

valeurs des éléments d�indice < i et celles des éléments d�indice > j) que l�entier k renvoyé par l�algorithme véri�e

bien les propriétés demandées.

5) En déduire une procédure récursive selection(p,g,d,L) qui étant donnés trois entiers g, d et p renvoie

l�élément de rang p dans le sous-tableau L[g : d] en procédant comme suit :

Si le sous-tableau contient au moins deux éléments, on e¤ectue une partition en choisissant comme pivot v la

valeur moyenne de ce sous-tableau : cette partition permet de se ramener à la recherche de l�élément dans un

sous-tableau strict du tableau L[g : d]:

Par exemple, selection(0,g,d,L) renvoie le plus petit élément de L[g : d].

Remarque : On suppose en particulier que 0 � p < d� g.

Attention : Ne pas oublier le test d�arrêt dans la fonction récursive.

6) Ainsi, si L est de longueur n, selection(p,0,n,L) renvoie l�élément de rang p de L.



On suppose ici que n = 2N et que les pivots ont des valeurs �idéales�de sorte que chaque partition utilisée dans

l�algorithme conduit à deux sous-tableaux de même longueur.

Montrer brièvement que la complexité de la recherche de l�élément de rang p est alors en O(n).

Dans la suite, on s�intéresse à optimiser le coût dans les pires cas.

En e¤et, dans la situation générale, il se peut que les deux sous-tableaux associés aux partitions soient de longueurs

très inégales, ce qui peut conduire à une complexité en O(n2) dans le pire des cas.

L�idée est de procéder à un prétraitement a�n d�optimiser le choix du pivot (pour éviter les pires cas).

On considère la division euclidienne de n par 5, c�est-à-dire n = 5q + r, avec r 2 f0; 1; 2; 3; 4g.

On regroupe les éléments du tableau par paquets de 5 éléments (sauf éventuellement pour le dernier groupe

qui contient entre 1 et 5 éléments).

Pour tout 0 � k < q, on note yk le médian de l�ensemble fx5k; :::; x5k+4g de cardinal 5:

On rappelle que le médian correspond à la valeur médiane.

On ne s�occupe pas du dernier groupe s�il contient moins de 5 éléments.

Le tableau M = [y0; :::; yq�1] est appelé tableau des médians locaux de L, avec q =
jn
5

k
:

Par exemple, si L = [2; 1; 5; 4; 3; 7; 8; 9; 10; 6; 12; 11], les paquets sont [2; 1; 5; 4; 3] et [7; 8; 9; 10; 6], donc le tableau

M des médians locaux est [3; 8]:

Pour déterminer l�élément d�ordre p dans L, on considère l�algorithme récursif suivant :

- on détermine en temps O(n) le tableau M = [y0; y1; :::; yq�1] des médians, avec q =
jn
5

k
- lorsque n � 5, c�est-à-dire q � 1, on calcule (par appel récursif) le médian v de M

- on utilise ce médian v pour appliquer l�algorithme de partition précédemment utilisé ; on se ramène ainsi à un

problème de sélection dans un sous-tableau de longueur n0 qu�on résout par un appel récursif.

7) Écrire une fonction medians(g,d,L) qui étant donnés un tableau L de longueur n et deux entiers 0 � g < d � n

renvoie le tableau M des médians locaux du sous-tableau L[g:d].

On utilisera des expressions de la forme triPartiel(2,L[i:i+5]).

8) Écrire une nouvelle fonction récursive selection2(p,g,d,L) qui étant donnés une liste L de longueur n,

des entiers 0 � g < d � n et 0 � p < d � g, renvoie l�élément de rang p du sous-tableau L[g:d] en utilisant

l�algorithme décrit ci-dessus. Le médian v du tableau M des médians locaux s�obtient par un appel récursif.

Remarque : Le test d�arrêt porte sur les cas où d� g < 5.



9) Complément

a) (F) On reprend la notation n0 utilisé dans l�énoncé avant 7). Justi�er que n0 � n� 3
jq
2

k
, où q =

jn
5

k
.

b) On note c(n) le nombre d�opérations nécessaires pour le problème de sélection dans un tableau de longueur n

(pour une valeur arbitraire de p, avec 0 � p < n). On admet que n 7�! c(n) est croissante.

Justi�er brièvement qu�il existe une constante K telle que c(n) véri�e l�inégalité

8n � 5, c(n) � K n+ c
�jn
5

k�
+ c

�
n� 3

jq
2

k�
, où q =

jn
5

k
c) (FF) En déduire l�existence d�une constante E telle que 8n 2 N�, c(n) � E n.

Remarque : La complexité obtenue est linéaire grâce au fait que 1
5 + (1�

3
2
1
5) =

1
5 +

7
10 =

9
10 < 1:

Mais elle n�aurait pas été linéaire si on avait regroupé par 3, car 13 + (1�
1
2
1
3) =

1
3 +

2
3 = 1.


