Interrogation d’informatique n°3. Corrigé.

Exercice A. Réduction des chemins dans un graphe

1) Par exemple, on peut extraire du chemin [0, 1, 3,0, 2, 3] les chemins réduits [0, 1, 3] et [0, 2, 3].

2) a)

01. def dico(L)

02. v ={} # on initialise au dictionnaire vide
03. for i in range(len(L))

04. VIL[i]] =1

# inutile ici de distinguer deux cas selon que L[i] est ou non déja une clé du dictionnaire

05. return V

b)

01. def reduction(L,V)

02. T=[;i=0

03. while i < len(L)

04. T.append(L[i]) ; i = V[L[il]l+1
05. return T

3) On note quun chemin extrait de longueur minimale est nécessairement réduit : en effet, sinon, il
contiendrait un cycle qu’on peut supprimer et ainsi diminuer strictement la longueur.

Il suffit donc d’appliquer ’algorithme de Dijkstra au graphe associé au chemin I' : il s’agit du sous-graphe de G dont
on ne garde que les sommets et les arétes appartenant & I'. Un chemin de longueur minimale reliant x & y définit

bien un chemin réduit extrait de I'.

Remarque : Le graphe ainsi considéré contient au plus n sommets et (n — 1) arétes.
La complexité de ’algorithme de Dijkstra est alors en O(nlogn).
Exercice B. Recherche du médian et probléme de sélection
1) On tri le tableau en O(nlogn) opérations et on renvoie ’élément d’indice p du tableau trié.
2)
def triPartiel(p,L)
n = len(L)
for k in range(p+1)
j=k
for i in range(k+1,n)
if L[i] < L[] : j =1
L{k],L[j] = L[j],L[k]
return L[p]
3)

def moyenne(g,d,L)



x=0
for i in range(g,d) : x = x + L[i]
return x/(d-g) ### ici, ne pas utiliser la division entiére //
4) a)
def partition(v,g,d,L)
i=g; j=d1
while i <= j
if LMi] <= v : 1i = i+l
elif : L[j1 > v : j = j-1
else : L[i],L[j] = L[j],L[i]

return i

b) A chaque étape, les éléments d’indices < ¢ ont une valeur < v.
Et de méme les éléments d’indices > j ont une valeur > v.
A la sortie, on a j =i — 1 ; les éléments d’indices < i sont donc exactement ceux de valeur < v.
5)
def selection(p,g,d,L)
if d-g == 1 : return L[d] ### ici, on a nécessairement p =0
v = moyenne(g,d,L) ; k = partition(v,g,d,L)
if g+p < k : return selection(p,g,k,L)

else : return selection(p-(k-g),k,d,L)

Remarque : Sid— g > 2, comme les réels sont distincts, il y a au moins dans L[g : d] un réel < v et un réel > v, donc
on a nécessairement g < k < d, donc les deux sous-tableaux L[g : k] et L[k : d] sont de longuer strictement inférieure

a d—g. Ce qui permet d’assurer la terminaison de I’algorithme.

6) Si le pivot v est toujours la valeur médiane des sous-tableaux étudiés, le cotit ¢(n) vérifie :

et < Kn-+max (e (|3]) e ([5]))

n n
— 4+ —

Avec n = 2V on obtient c¢(n) < Kn +c (g) Donc ¢(n) < K (n + 5 T 1

n
+ ...+ W) + C(l).
1
Comme Y20 o = 2, on obtient bien ¢(n) = O(n).
7)

def medians(g,d,L)

n len(x) ; M = []

i=¢g

while i+4 < 4 :
M.append(TriPartiel(2,L[i,i+5]))
i = i+5

return M



Variante :
def medians(g,d,L)
n =len(x) ; M= []
for i in range(g,d,5)
M.append(TriPartiel(2,L[i,i+5]))
return M
8)
def selection2(p,g,d,L)
if d-g < 5 : return TriPartiel(p,g,d,L)

M = medians(g,d,L) ; q = len(M)

v = selection2(q//2,0,q,M) ; k = partition(v,g,d,L)
if g+p < k : return selection2(p,g,k,L)

elif g+p > k : return selection2(p-(k-g),k,d,L)

9) a) Considérons par exemple le nombre n’ de termes qui sont < v, ot v est le médian de M.
Il y a au moins L%J indices k tels que y; > v.
Pour chacun de ces yg, il y a au moins 3 termes de {z5g, ..., Tsp+4} qui sont > yg, donc a fortiori > v.

Donc n’ <n —3x EJ On procéde de méme pour les éléments > v.

b) La recherche du médian demande O(n) + ¢(q) opérations, ou g = LgJ .

Donc Vn > 5, ¢(n) < K n+c(q) +c(n'), et par a), ¢(n’) <c (nf 3 % [gJ)
3 7 9

c) Onang—l,d’oﬂ gJ 2%—12%—5. Doncn’§£+§.

Supposons que ¢(r) < E r pour tout 1 < r < n.

n ™m 9 9 9
P <K Fl-+—+-|<|K+—F -F.
our ¢(n) < K n+ (5+10—|—2>_< +1O )xn—|—2

9
On peut choisir £ > FEj assez grand de sorte que (K + 10E> < E.
Ainsi, pour n > ng > 5 assez grand, on a alors ¢(n) < E n.

. . c(n
On choisit E assez grand pour avoir en plus ¢(n) < E n pour n < ng, en prenant F = max <E0, SUP| <p<ng ()) .
== n

Ayant choisi E ainsi, on peut alors conclure M (n) < E n par récurrence forte sur n.



