Interrogation n°21 bis. Corrigé

Probléme

1) A est symétrique réelle donc diagonalisable.

2) a) A estdiagonalisable, non identiquement nulle.

On a rg A = 2, donc 0 est valeur propre simple.

Comme tr A = 0, alors les deux valeurs propres non nulles sont opposées. D’oul 'existence de pu.

Autre méthode : On peut calculer le polynéme caractéristique :

z —1 0
xalx) =det(zlz —A)=| -1 =z —1|=z(2®~-1)—(=1)(—2) =2 — 2z, donc pu = V2.
0 -1 =
Tro = )\561 1 1 1
b) On a AX = A\X ssi r1+x3=Ax9 . Dou Ej =R 0 ,Eﬁ:R V2 etE_\/i:R —V/2
To = A\T3 -1 1 1

Les sev propres sont orthogonaux (car A est symétrique).

Les colonnes de U forment une BON adaptée a Ey @ E_ 5 ® E 5.

vz s
On peut donc prendre U = 3 0 —v2 V2 |. Remarque : 11 y a 23 choix possibles pour U.

-v2 1 1
3) a) On a AX = AX, donc zp = Azy et Vj € [2,n — 1], zj_1 + j41 = Azj et zp—1 = Azp.
Donc Vj € [1,n], |A\z;| < 2m, ot m = maxi<j<n |Zj] .
Il existe p € [1,n] tel que |z,| = maxi<j<y, |z;|. Comme X n’est pas nul, m = |z,| > 0.
On obtient donc [A|m < 2m, c’est-a-dire |A\| < 2.
D’ou Dexistence de 6, car cos induit une bijection de [0, 7] sur [—1, 1].
b) On note que les z; sont entierement déterminés (par récurrence d’ordre 2) par .
Donc lapplication Ey — R X —— x7 est injective. Ainsi, dim E) < 1, et donc dim E) = 1.

Variante : On montre que rg(A — AI,,) > n — 1, donc par le th du rang, on a dim F) < 1.

c) Ainsi, (z;) est une suite récurrente d’ordre 2, d’équation caractéristique 1 — Az + 22 = 0.

Les racines sont € et =%,

Premier cas : 6 € {0,7}.
Si 6 =0, il existe (o, ) € C2 tels que zj = (a+ Bj). Comme zg = z,41 = 0, alors (a, 5) = (0,0).

Ce qui est absurde car X non nul. De méme si § = 7, car on obtient z; = (o + 85)(—1).

Second cas : 0 # 0 [r]. Alors il existe (o, 3) € C? tels que x; = e’ + Be=9.

On a zg =0, donc a + 8 = 0, donc Ly = 20i Sln(je) )

Comme z,+1 = 0, alors 2a:sin((n + 1)) = 0. Comme X non nul, @ non nul, donc (n + 1)0 € 7Z.

k
Donc il existe k € [1,n] tel que A = 2cos < u > .
n+1

km

c) Par b), A = 2cos(0), avec § = est bien valeur propre de vecteur propre X = (sin(j0)); <<, -
n <j<

On a bien n valeurs propres disitnctes, et les sev propres sont bien donc de dimension 1.

Remarque : Si on admet le résultat de la question b) sans I’avoir résolue, on peut quand méme déduire le spectre

de A : en effet, on sait que A est diagonalisable et que les sev propres sont de dimension 1. Donc A admet n
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Comme B est diagonalisable, la suite (M*)cn est bornée ssi Sp(M) € [—1,1].
La CNS est donc —1 < (1 — 27) + Apin7 €t (1 — 27) + Apaxr < 1.
Or, lorsque n décrit N, [Amin, Amax] décrit | —2,2[. D’ou la CNS : —1 < (1 — 2r) — 2, c’est-a-dire r < —

l\DI—l

Exercice A
1) Par récurrence sur n € N. Immédiat pour n = 0, avec P, (z) = x.
(cos )2 P! (sinz) + (n + 1)(sin x) P, (sin )
(cos z)n+2 ’
Donc P,.1(z) = (1 — 2?)P(z) + (n + 1)xP,(x) convient : on a bien deg P41 < 1 +deg P, < n + 2.
Posons P, (z) = Y100 axz®. On a Py (x) = Y00 kapa® 1+ 70 (n+ 1 — k)apa® .

Donc P, 41 est bien a coefficients entiers naturels.

Supposons vrai au rang n. On a tan("*1(z) =

Autre méthode : Par récurrence forte avec tan’ = 1 + tan? et ¥n € N*, tan("+1) =30 (D) tan(®) tan(—*)
2) Posons ¢(z) = tan(z) — Sp_, ax o~

On a ¢(0) = ... = ™M (0) = 0 et par a), PV (z) = tan" V) (z) > 0 sur [0, Z[.

Donc ¢ est positive sur [0, Z[, et ainsi Y ,_ax 2 < tan(z).

3) Par 2), la série a termes positifs ) a, 2™ converge pour tout z € [0, 5].

Comme les a,, sont positifs, ) a, 2™ converge absolument) pour tout = €] — 7, Z[. Donc R > 7.

4) tan’ = 1+ tan?, donc par Leibniz, ¥n € N*, tan(**1) = 37 () tan(®) tan(®—F)
On en déduit que a1 = 1 + a3, et ¥n € N*, (n + 1)ap11 = Y b0 Uk Gk

Par produit de Cauchy, on a Vz € [0, Z[, f(2)? =320 (Cro Qi) "
On a aussi Vz € [0, [, f/(z) = 1% (n + 1ay412™. Done f'(z) = 1+ f(x)2.
/
5) On a donc / (ac) =1, donc (arctan f)" = 1, c’est-a-dire arctan f(x) = x + arctan f(0).

1+ f(x)?
Comme f(0) =0, on obtient f(x) = tan(z) en composant par tan.

Comme tan diverge en 7, on a nécessairement R = 7 (sinon, tan serait prolongeable par continuité).
Exercice B
1) On fixe t € R. La fonction f : z —— €@ est convexe (car f”(x) > 0).

Donc la graphe de f sur [a,b] est situé au-dessous de la corde L : x — ax + ( de f sur [a, b)].
aa+ = f(a)

ab+ 8 =f(b)
On adonc E(f(X)) < E(aX+p)=aE(X)+p8=p=

Donc Vz € [a,b], f(z) < az + 5, ou {

bf(a) — af(b)

b—a
2) On pose Im X C {x,, n € N}. Par le th de transfert, F(t) = E(e"X) = 3% ¢ e, ot ¢, = P(X = z,).
Posons f,,(t) = cpe!™. On a fqu) (t) = cawpe®, donc supye(_,, fép) = cp,MPePM ot M = max(b, —a).

Les séries ) fﬁp ) convergent normalement sur tout segment [—p, p].

Donc F est de classe O sur R. Et on a F®)(t) = 3120 ¢ abhet™n = B(XPe!X). En particulier F®)(0) = E(XP).
3) Remarque : On ne peut pas dériver les inégalitées !!!

1
Par des DL5(0), on a E(e!X) =1+ §t2E(X2) + 0 (t2).

b ta __ ttb 1 b _ b2 1
Et ebia =1+ 3 abia =1- §t2ab+ o (t2). Par 1), on a t2E(X2) < —t2ab + o (2) en 0*.
- —a

En divisant par t? (qui est > 0), et en passant & la limite, on obtient F(X?) < —ab.

4) OnaVvVrelabl. (r—a)b—2)>0. doncVzr € la.bl. 22 < (b—a)x — ab.



