
Interrogation no21 bis. Corrigé

Problème

1) A est symétrique réelle donc diagonalisable.

2) a) A estdiagonalisable, non identiquement nulle.

On a rgA = 2, donc 0 est valeur propre simple.

Comme trA = 0, alors les deux valeurs propres non nulles sont opposées. D�où l�existence de �.

Autre méthode : On peut calculer le polynôme caractéristique :

�A(x) = det(xI3 �A) =

������
x �1 0
�1 x �1
0 �1 x

������ = x(x2 � 1)� (�1)(�x) = x3 � 2x, donc � = p2:
b) On a AX = �X ssi

8<:
x2 = �x1
x1 + x3 = �x2
x2 = �x3
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Les sev propres sont orthogonaux (car A est symétrique).

Les colonnes de U forment une BON adaptée à E0 � E�p2 � Ep2.

On peut donc prendre U =
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1A. Remarque : Il y a 23 choix possibles pour U .
3) a) On a AX = �X, donc x2 = �x1 et 8j 2 [[2; n� 1]], xj�1 + xj+1 = �xj et xn�1 = �xn:
Donc 8j 2 [[1; n]], j�xj j � 2m, où m = max1�j�n jxj j :
Il existe p 2 [[1; n]] tel que jxpj = max1�j�n jxj j. Comme X n�est pas nul, m = jxpj > 0:
On obtient donc j�jm � 2m, c�est-à-dire j�j � 2:
D�où l�existence de �, car cos induit une bijection de [0; �] sur [�1; 1].

b) On note que les xi sont entièrement déterminés (par récurrence d�ordre 2) par x1:

Donc l�application E� ! R X 7�! x1 est injective. Ainsi, dimE� � 1, et donc dimE� = 1:

Variante : On montre que rg(A� �In) � n� 1, donc par le th du rang, on a dimE� � 1:

c) Ainsi, (xi) est une suite récurrente d�ordre 2, d�équation caractéristique 1� �z + z2 = 0:
Les racines sont ei� et e�i�:

Premier cas : � 2 f0; �g.
Si � = 0, il existe (�; �) 2 C2 tels que xj = (�+ �j): Comme x0 = xn+1 = 0, alors (�; �) = (0; 0):
Ce qui est absurde car X non nul. De même si � = �, car on obtient xj = (�+ �j)(�1)j :

Second cas : � 6= 0 [�]. Alors il existe (�; �) 2 C2 tels que xj = �eij� + �e�ij�:
On a x0 = 0, donc �+ � = 0, donc xj = 2�i sin(j�) :

Comme xn+1 = 0, alors 2� sin((n+ 1)�) = 0. Comme X non nul, � non nul, donc (n+ 1)� 2 �Z.

Donc il existe k 2 [[1; n]] tel que � = 2 cos
�
k�

n+ 1

�
:

c) Par b), � = 2 cos(�), avec � =
k�

n+ 1
est bien valeur propre de vecteur propre X = (sin(j�))1�j�n :

On a bien n valeurs propres disitnctes, et les sev propres sont bien donc de dimension 1:

Remarque : Si on admet le résultat de la question b) sans l�avoir résolue, on peut quand même déduire le spectre

de A : en e¤et, on sait que A est diagonalisable et que les sev propres sont de dimension 1. Donc A admet n

valeurs propres distinctes et ce sont tous les � trouvés au b), car ils sont justement au nombre de n.

4) Les valeurs propres de M sont les (1� 2r) + �r où � 2 Sp(A):



Comme B est diagonalisable, la suite (Mk)k2N est bornée ssi Sp(M) 2 [�1; 1]:
La CNS est donc �1 � (1� 2r) + �minr et (1� 2r) + �maxr � 1:
Or, lorsque n décrit N, [�min; �max] décrit ]� 2; 2[: D�où la CNS : �1 � (1� 2r)� 2r, c�est-à-dire r �

1

2
:

Exercice A

1) Par récurrence sur n 2 N. Immédiat pour n = 0, avec Pn(x) = x:

Supposons vrai au rang n. On a tan(n+1)(x) =
(cosx)2P 0n(sinx) + (n+ 1)(sinx)Pn(sinx)

(cosx)n+2
.

Donc Pn+1(x) = (1� x2)P 0n(x) + (n+ 1)xPn(x) convient : on a bien degPn+1 � 1 + degPn � n+ 2:
Posons Pn(x) =

Pn+1
k=0 akx

k. On a Pn+1(x) =
Pn+1
k=1 kakx

k�1 +
Pn+1
k=0(n+ 1� k)akxk+1:

Donc Pn+1 est bien à coe¢ cients entiers naturels.

Autre méthode : Par récurrence forte avec tan0 = 1 + tan2 et 8n 2 N�; tan(n+1) =
Pn
k=0

�
n
k

�
tan(k) tan(n�k) :

2) Posons '(x) = tan(x)�
Pn
k=0 ak x

k:

On a '(0) = ::: = '(n)(0) = 0 et par a), '(n+1)(x) = tan(n+1)(x) � 0 sur [0; �2 [.
Donc ' est positive sur [0; �2 [, et ainsi

Pn
k=0 ak x

k � tan(x):

3) Par 2), la série à termes positifs
P
an x

n converge pour tout x 2 [0; �2 [.
Comme les an sont positifs,

P
an x

n converge absolument) pour tout x 2]� �
2 ;
�
2 [. Donc R �

�
2 :

4) tan0 = 1 + tan2, donc par Leibniz, 8n 2 N�, tan(n+1) =
Pn
k=0

�
n
k

�
tan(k) tan(n�k) :

On en déduit que a1 = 1 + a20, et 8n 2 N�, (n+ 1)an+1 =
Pn
k=0 akan�k:

Par produit de Cauchy, on a 8x 2 [0; �2 [, f(x)
2 =

P+1
n=0 (

Pn
k=0 akan�k)

2 xn:

On a aussi 8x 2 [0; �2 [, f
0(x) =

P+1
n=0(n+ 1)an+1x

n: Donc f 0(x) = 1 + f(x)2:

5) On a donc
f 0(x)

1 + f(x)2
= 1, donc (arctan f)0 = 1, c�est-à-dire arctan f(x) = x+ arctan f(0):

Comme f(0) = 0, on obtient f(x) = tan(x) en composant par tan :

Comme tan diverge en �
2 , on a nécessairement R =

�
2 (sinon, tan serait prolongeable par continuité):

Exercice B

1) On �xe t 2 R. La fonction f : x 7�! etx est convexe (car f 00(x) � 0).

Donc la graphe de f sur [a; b] est situé au-dessous de la corde L : x 7�! �x+ � de f sur [a; b].

Donc 8x 2 [a; b], f(x) � �x+ �, où
(
�a+ � = f(a)

�b+ � = f(b)
.

On a donc E(f(X)) � E(�X + �) = �E(X) + � = � =
bf(a)� af(b)

b� a :

2) On pose ImX � fxn, n 2 Ng. Par le th de transfert, F (t) = E(etX) =
P+1
n=0 cne

txn , où cn = P (X = xn):

Posons fn(t) = cnetxn . On a f
(p)
n (t) = cnx

p
netxn , donc supt2[��;�]

���f (p)n ��� = cnMpe�M , où M = max(b;�a):

Les séries
P
f
(p)
n convergent normalement sur tout segment [��; �].

Donc F est de classe C1 sur R. Et on a F (p)(t) =
P+1
n=0 cnx

p
netxn = E(XpetX). En particulier F (p)(0) = E(Xp).

3) Remarque : On ne peut pas dériver les inégalités !!!

Par des DL2(0), on a E(etX) = 1 +
1

2
t2E(X2) + o (t2).

Et
beta � attb
b� a = 1 +

1

2
t2
ba2 � ab2
b� a = 1� 1

2
t2ab+ o (t2): Par 1), on a t2E(X2) � �t2ab+ o (t2) en 0+.

En divisant par t2 (qui est > 0), et en passant à la limite, on obtient E(X2) � �ab:

4) On a 8x 2 [a; b], (x� a)(b� x) � 0, donc 8x 2 [a; b], x2 � (b� a)x� ab:
Donc E(X2) � (b� a)E(X)� ab = �ab:


