Interrogation n°20. Corrigé

’Exercice A. Interpolation et prolongement C’oo‘

1) - L’application = —— g(x,t) est de classe C*
n
- Les applications ¢ — —g(aj, t) sont continues (par morceaux) sur [0, 1].

ox™
g d"g
- Pour tout n € N, pour tout [a,b] C R, Vz € [a,b], | 5= (2,1)| < Suppg 4 x[o,1] | = o(t),
x ’ ’ ™
et ¢ est intégrable sur [0, 1].
Donc F est de classe C™ et Vn € N, F( fol g ( dt.
2) a) On a f(z) = f(z) — f(a) = [, f'(t) dt
— g)(n—1)
En intégrant par parties (n — 1) fois avec 1 — (t —x) — ... — (t(x)l)’ on obtient :
n —_—
ne1 [ (=D)F Lt — x)k ‘ (t —z)(
sy = St | EE T | g caper g >) FO0) di
/ -1 z (‘T — t)
Comme f'(a) = ... = f"Y(a) = 0, alors f(z) = [} NCEN f(”)(t) dt.
n—1)!

Remarque : On peut aussi raisonner par récurrence, puisque la formule est donnée dans I’énoncé.

b) On effectue le changement de variable affine t = a + 6(x — a), avec 6 € [0, 1].

On obtient f(z) fo FOtD (0 + 0(x — a)) df.

n!

1 (1—=0)"

¢) Il suffit de prouver que z — [, FOt)(a + 0(z — a)) df est C®. Ce qui résulte de 1).

n!

3) a) On considére u : Ry ym_1[X] — P +— (P(a),..., P Y(a), P(b), ..., P (b)),
u est linéaire et injective : si P € Keru, (z —a)"(X — b)" divise P, donc par degré, P = 0.
Comme dim R,,4,,—1[X] = n +m = dimR"™, alors u est bijective.

D’on Pexistence (et Punicité) de P, avec P = u='((f(a), ..., [ V(a), f(b), ..., f=D(b))).

b) L’application = —— f(x) — P(z) vérifie les hypothéses de 2).
f(z) — P(x)

Donc z —
(x —a)"

se prolonge en une fonction C'*° au voisinage de a.

. f(z) = P(z)
Il en est donc de méme de =z +— (@ —a)*(z — by
f(z) = P(x)
(z —a)*(z—b)m

f(z) = P(z)
(z —a)*(z—b)m
f(z) - P(z)
(z —a)*(z—b)™

De méme, z —

se prolonge en une fonction C*° au voisinage de b.

De plus, x ——

est C*° sur R\ {a,b}.

On en déduit que = — se prolonge en une fonction C'*° sur R.

’Exercice B. Retours dans une chaine de Markov

1) a) Le produit de matrices & coefficients positifs est a coeflicients positifs, car (BC);; = Z;Vﬂ bijcik-
De plus, LA™ = L par récurrence sur n.

Donc les matrices A™ sont des matrices de transition. En particulier, les coefficients appartiennent a [0, 1].



Donc la suite (A™),ecn est bornée dans My (R).

b) Supposons Yy € Im(A — Iy). Il existe X tel que Z = AX — X. Ona Y, = A" X — A" X.
OnaYy+Y)+..4Y,=A""X - X Donc |A""X — X|| < ||[A""X|| + || X]|.

0.
n—+1

Comme la suite (A™),en est bornée, il en est de méme de (A" X),cn, donc lim,, 4

Yo+ Y1 +...4+Y,
c¢) On note que si Yy € Ker(A — Iy), on a A"Yy = Yp, donc lim,,— 4« ot h i 1 I Yo.
n

Or, par le théoréme du rang, on a rg(A — Iy) + dimKer(A — I) = N.

11 suffit donc de prouver que Im(A — Iy) et Ker(A — Iy) sont en somme directe.
Yo+ Y1 +...4+Y,
o+ Y1 +..+ > —0-Y,

Et pour Yy € Im(A — Iy) NKer(A — Iy), limy,— 40 < 1
n

Donc on a bien Im(A — Iy) @ Ker(A — Iy) = RV,

YotYit..+¥)_,
n+1 -
ou Z est le projeté de Yy sur Ker(A — I) parallelement a Im(A — Iy).

De plus, en décomposant Yy, on en déduit que lim,—, 4 (

IN+A+ ...+ A"
Comme la propriété est vraie pour tout Yp (et notamment pour les E;), ( N+ i 1 i > converge.
n neN

2) a) On a ATLT = L™, donc 1 est valeur propre de A.
Comme x4 = x 47, alors 1 est aussi valeur propre de A. D’oul 'existence de X.

b) On a z; = S

N .
=1 Qi T, donc |z;] < ijl a;j |z, car a;; > 0. On a donc bien AY; > Y.

c) Si X <Y, alors AX < AY (car a;; > 0). On a donc par récurrence Y;, > Yj.

Donc Z = limy, 400 (n—ll—l o Yk> > Yy par passage a la limite des inégalités larges.

A fortiori, Z est non nul et & coefficients positifs.

d) Avec les notations précédentes, on a Z € Ker(Iy — A). Quitte a diviser par la somme de ses coefficients, on
obtient bien Z = (yy, ..., uy) € Ker(Iy — A), avec p; > 0 et Zévzl p; = 1.

3)Onaajy =P(Xp1=1|X,=j) >0.

Et Vi, SN i =S P(Xpi1 =i | Xn=J) = S0, Px,—j(Xnt1 = 4) = L.Donc LA = A.

4) On procede par récurrence sur n. On a P(Xo =i | Xo = j) = §;; et on a bien A% = Iy.

Par le lemme admis, P(X,4+1 =1| Xo =) = Zivzl PXpt1=1|Xn=kXo=7)P(X,=k| Xo=17).
Or, par (ii), on a (cf annexe) P(Xp41 =1 | Xy, =k, Xo=J) = P(Xpy1 =1 | X», = k) = aj.

Etona P(X, =k Xo=j) = a,(g) par hypothese de récurrence.

Donc P(X,41 =1 | Xo=j) = ngvzl aikag}) = al(;iﬂ).

5) Par la formule des probas totales, P(Xy = Xo) = Zjvzl P(Xr=7|X0o=7)P(Xo=17j).

On a P(X; = Xo) = Y, ol P(Xo = ).

E(an) 1 N (& : N 1 k .
Or, an, = > 7p_ 1x,=x,, donc n +n1 T 1 > k=0 E]’:l a§‘j)P(X0 =j) = Zj:l nt1 > k=0 a’§‘j) P(Xo = j).
. 1 k . E(a ) N .
OI‘7 par 1), hmn*)Jroo ni—kl ZZ:O agj) = b]] Donc hmnHJroo ni—{—nl = Zj:l b]] P(XO = ])



6) On sait que B est la matrice de projection sur R Z. Donc ses colonnes B; appartiennent a R Z.

Par ailleurs, B est une matrice de transition (car les A™ sont des matrices de transition et que ’ensemble des
matrices de transitions est une partie convexe fermée).

Donc toutes les colonnes B; sont égales & Z (car colinéaires & Z et la somme des coefficients vaut 1).

On a donc b;; = p;, et en particulier, bj; = u;.

Annexe : (X, =k, Xo=j) = U(jh...,jn_l)eA"*l(XO’ ooy X)) = (G, 915 s Jn—1, k).

Or, P(Xpy1 =14, Xn =k, Xo =) = 2, j._yyean-1 P((Xos s Xn) = (4,71, -, o1, F))

Donc par (i), = Z(jl,...,jn_l)eA"*l P(Xpi1=1| X, = k)P(Xo, X1, e, X)) = (J, 415 ooy Jn—1; k))

Dot P(Xp1 =i, Xp =k, Xo=7) = P(Xpy1 =i | Xp = k)P(X,, = k, Xo = j).



