TD Oraux : Algébre linéaire ‘

Soit A € M,,(C). On pose v : M, (C) - M,(C) M +—— AM et w: M,(C) - M,(C) M +— MA.
On pose u : M, (C) - M, (C) M +—— AM + M A, c’est-a-dire u = v + w.
Les questions suivantes correspondent a des sujets d’oraux différents, et peuvent (doivent) étre donc traitées

indépendamment (méme si certaines propriétés impliquent d’autres).

1) a) En utilisant les polynémes annulateurs, montrer que v et w sont diagonalisables ssi A est diagonalisable.

b) En déduire (en admettant une propriété vue en cours) que si A est diagonalisable, alors u est diagonalisable.

2) Soit A € My(C) avec x4(x) = [[;_;(z — A;)™, ot les A; sont distincts.

On suppose A diagonalisable. Montrer que rgu = n? — Z;Zl(mj)Q.
3) On suppose A nilpotente. Montrer que u est nilpotente.

4) a) On suppose A = Diag(Ai, ..., \p).
Montrer que u est diagonalisable et expliciter une base de vecteurs propres.
b) On suppose A diagonalisable de valeurs propres Aq, ..., Ay.

Déduire de a) que u est diagonalisable et expliciter une base (M;;)1<i<n,1<j<n de vecteurs propres.

Remarque : On pourra noter a, m et m;; les endomorphismes canoniquement associés a A, M et M;;.

5) Soit A = (aij)1<i<n,1<j<n € Mn(C) avec x4(z) = [T, (z — No).
a) En considérant la matrice de v dans la base (E;;) bien ordonnée, montrer que x,(z) = x4(z)".

Montrer de méme que x,,(z) = x4(x)".

b) On suppose pour simplifier au cas ot A est triangulaire supérieure : on a ainsi \; = a;;.
On pose i;; = A; + ;. En s’inspirant de a) montrer que x,, (%) = [[1<;<;1<j<n (T — Hij)

¢) En déduire que u est inversible ssi Sp(A) N Sp(—A4) = 0.

Corrigé
1) a) On a v*(M) = A*M, donc pour tout polynome P € M,,(C), P(v)(M) = P(A)M.
Or, BM = O,, pour toute matrice M ssi B = O,, (on prend M = I,, pour le sens direct).

Donc P(v) = 0 ssi P(A) = O,. Or, un endomorphisme est diagonalisable ssi il admet un polynéme annulateur

scindé & racines simples. D’olt v diagonalisable ssi A diagonalisable.



De méme pour w, car P(w)(M) = MP(A).

b) v et w commutent, donc s'ils sont diagonalisables, ils sont codiagonalisables (propriété admise ici)

Donc u est aussi diagonalisable (dans la méme base).

2) Par le théoréme du rang, on a rgu = n? — dim Ker u.
Or, Kerwu est le commutant de C(A) = {M € M, (K) | AM = MA}.
Or, A est diagonalisable, donc si M commute avec A, alors les sev propres de A sont stables par M.
Quitte & choisir une base de diagonalisation P de I’endomorphisme a associé & A, on a donc
)\1] M 1
X Aol L M,
P AP = _ et PT"MP = ] , avec M; € My, (K)

Ard M,
La réciproque étant vraie, c’est-a-dire quelles que soient M, ..., M, les matrices commutent.

Donc dim C(A) est la dimension de I'ev des matrices de cette forme, c’est-a-dire dim C(A4) = >_1_, (m;)?.

3) On a A" = O,,. Donc v" = w" =0 (cf début du corrigé de la question 1) a)).

k

Comme v et w commutent et que © = v — w, on a par le bindme ub = Z?:o (j)vjwkfl.

En prenant k =2n+ 1, 0on a j > n ou w — j > n pour tout j € [0, k], donc uk:Z;?:OO:O.

4) a) On a v(E;;) = AE;; = \jEij et w(E;;) = EijjA = \jE;;, donc u(Eij) = (A + Aj)Ejj.

On en déduit que la base canonique est une base de vecteurs propres de wu.

Donc u est diagonalisable et Sp(u) = {\; + );, (i,7) € [1,n]*}.

b) Il existe une base B de C" telle que Matg a = Diag(\1, ..., A,) est diagonale.

On cherche les endomorphismes m € £(C™) qui sont vecteurs propres de v : m — aom + mo a.
En se placant dans la base B, on se raméne au cas oul A est diagonale.

I1 résulte donc de a) que u(m;;) = (A + Aj)my;, oit my; est telle que Matgm;; = Ej;.

Autrement dit, on choisit M;; telle que P~'MP = E;;, ou P € GL,(C) vérifie P"'AP = D.

5) a) On a AEZ‘J' = 22:1 akiEkiEij = 22:1 akiEkj.

On considére alors la matrice de v dans la base B = (En1, ..., En1, E12, ..., Eng, ooy E1ny ooy Enp).
A

A
Alors Matpv = . , d’ou a fortiori x,(x) = x4(z)™.

A
On a de méme x,, () = x4(z)" en prenant B = (E11, ..., E1n, Fa1,y ooy Eony eooy Eniy ooy Eng).

En effet, F;j; A = ZZ:1 ajpEij By = Zzzl ajpEig.

b) On a U(Ew) = AEz] + EUA = 2221 akiEkj + ZZ:]- ajlcEik-



Dans la base B = (Ein, ..., F11, Eon,y .oy E21, ooy Eppy ..y 1), la matrice de u est triangulaire.

De plus, u(E;j) = (aii + aj;) Eij + ..., donc x,, (%) = [[1<;<cn1<j<n(® — Bij)s 00 gy = aii + aj; = Ai + A
c) Ainsi, u est inversible ssi (4, 5), A; + A; # 0, donc ssi Sp(A) N Sp(—A) = 0.

6) Soient A et B € M,,(C). On consideére les propriétés suivantes :

(i) II existe une matrice non nulle M € M,,(C) vérifiant AM = M B

(i) Sp(4) N Sp(B) # 0

(iii) x4(B) n’est pas inversible.

a) Montrer que (ii) et (iii) sont équivalentes.

b) Montrer que (i) implique (iii).

c¢) On suppose qu'il existe A € Sp(A4) N Sp(B).

En considérant M = XY 7, ott X et Y vecteurs propres bien choisis, montrer (i).

d) En déduire que u est inversible ssi Sp(A4) N Sp(—A) = 0.

6) a) x4(B) =171 (B — \ily,), donc det x 4(B) = [[i; det(B — A\iI,,)

Ainsi, x 4(B) est inversible ssi les \; ne sont pas valeurs propres de B, donc ssi Sp(A) N Sp(B) = 0.
b) Supposons qu'’il existe une matrice non nulle M € M,,(C) vérifiant AM = M B.

On a donc A*M = M B*, donc P(A)M = M P(B) pour tout polynome P.

Avec P = x4, on a x4(A) = O,, par Cayley-Hamilton, donc My 4(B) = O,,.

Donc x 4(B) n’est pas inversible (sinon, M serait nulle), donc (iii).

c¢) Considérons A € Sp(A) N Sp(B). Comme B et BT ont mémes polynomes caratéristique, il existe
X et Y non nuls tels que AX = X et BTY = \Y. Donc AXYT = \XYT = XYTB.

D’ot le résultat car XY = (11X, ...,y,X) n’est pas nulle puisque X et Y sont des vecteurs non nuls.

d) u est inversible ssi Ker u = {O,,} donc ssi 'équation M = M(—A) n’a pas de solution M non nulle.



