Révision n°6 bis. Corrigé

z 0 1
1) On calcule le polynéme caractéristique x(z) =| 0 z—1 -1
-1 -1 +1
En développant selon la premiére colonne, x(z) = z(z?2 —2) — (—(x — 1)) =23 — 2 — 1.
On étudie la fonction polynéme x — y(z) = 23 —x — 1. On a }/(z) = 322 — 1, donc y’ s’annule en —% et %
1y_ 1 1 _ q__2 _ 1y 2 _
Onax(%)—s\/g 7 1= 7 1 <0et x( \/g)_\/g 1<0.
Par le th de la bijection appliqué sur les intervalles | — oo, —%], [—%, %] et [%, +0o0l[, on en déduit que y admet

un unique zéro A sur R, et que A > %
Mais on a aussi x(1) = —1 < 0 < 3 = x(2), donc par le TVI, A € ]1,2][.

2) Les racines complexes de x sont donc A\, o et 3. On a x(z) = (z — A\)(z — 0)(z — 7).
Par les relations entre coefficients et racines d'un polynéme scindé, on a Ao = 1, cest-a-dire A|o|> = 1.

Comme X € ]1,2[, on en déduit % <|o| < 1.

3) Par le th de Cayley-Hamilton, on a x,,(M) = Os, c’est-a-dire | M3 = M + I3 |.

4.a) En multipliant par M", on a Vn € N, M"3 = M™*! 4+ M™. Donc u,13 = uns1 + U, par linéarité de tr.
4.b) v, dépend uniquement de la parité de u,. On en déduit que v,4+3 est entierement défini par v,41 et v,.
Comme (v7,vs,vg) = (vo, v1,v2), alors Vn € N, v,,17 = v,, par récurrence immédiate d’ordre 3.

Donc (vp)nen est périodique de période 7.

4.c) v7g + ... + Uz = Vo + U1 + ... + v6 = —1.Donc wyy = ¢ Zﬁ:o v = —q, et (wk)nen n'est pas bornée.
A ox % ATk %

5.a) Par trigonalisation dans M3(C),ona M ~ [ 0 o * |, dou M" ~ 0 o" «x
0 0 @ 0O 0 o"

Donc u, = A"+ 0" +3" = A" + 2Re(c").

5.b) On a lim,, ;o 0™ =0, donc u, = A" 4+ 0 100(1).

Donc cos(2rA™) = cos(2muy, + 0 100(1)) = cos(2muy,) cos(0 1o0(1)) + sin(2muy,) sin(0 +00(1)).

Comme sin et cos sont bornées, on obtient cos(2rA") = cos(2muy) + 0 4oo(1) = 1+ 0 4o0(1), car u, € N.

De méme, cos(mA") = cos(mun) + 0 400(1) = vy + 0 100(1). Comme (v, )nen diverge, (cos(mA"))nen diverge aussi.
6.a) On a Vn € N, Vz € [a, 5], |cos(2mz™)| < 1 = ¢(z), avec ¢ intégrable sur [a, [].

Par convergence dominée, lim,_, {~ Jp = f f lde=p8-—aq.

6.b) Remarque : 1l s’agit d’une preuve indépendante des questions précédentes et de méme nature que celle du

lemme de Lebesgue (qui montre que lim,, 40 fabg(t) cos(At) dt = 0).

1 . an
Avec u = 2", c’est-a-dire z = u/", on a J(z") = ffn ut/"1 cos(27u) du.
n

1 n 1 n 1 ]_ n
Par une IPP, — ffn ut/" 1 cos(2mu) du = " [ul/n=1 sin(27ru)]§n du + Py <1 — > ffn w2 sin(27u) du.
n ™m ™ n
On a [a", 8" C [1, +oo.
n 1
On a Vu > 1, ‘ulm*l sin(27u)| < 1. Donc | -— [ul/”*l sin(27ru)]§n < —
™m

Pour n > 2,

ff: u/"=2 sin(27w) du‘ < ff: ‘ul/"*2 sin(27ru)‘ du < f1+°° ul/n=2 gy < f1+°° w32 du.



1
On en conclut que J, = O1 <> . Donc limy,—, 4 o0 J, = 0.
n

6.c) On en déduit que ’hypothese faite au 6.a) est fausse pour tout intervalle [o, 8], avec 1 < a < .
Donc pour tous 1 < a < 3, il existe = € [a, (] tel que (cos(2mz™))nen ne converge pas vers 1.

Autrement dit, A est dense dans [1, +o00], car il rencontre tout intervalle o, 8] C [1,400[, avec o < .



