Révision n°5 ter. Corrigé

1) Soit A € S;FT(R). Par le théoréme spectral, il existe une BON (Z1, ..., Z,) de vecteurs propres de A.

Pour X =Y} 21 Zg, ona XTAX = (X | AX) = (o1 2k Zk | Xy MeTuZr) = D peq ApTa.
Les A\; sont > 0 . Doinc X7 AX > 0, avec égalité ssi les z;, sont nuls, donc ssi X est nul.

Réciproquement, supposons ¥YX € R\ {0}, XTAX > 0.

Soit X un vecteur propre de A de valeur propre A. Alors XTAX = \[|X||* > 0, donc A > 0, car X non nul.

2) a) Soient A et B € S;FT(R) et A € [0,1]. Posons C = XA + (1 — \)B.
Soit X non nul. Ona (X |CX)=A(X|AX)+(1—-\) (X | BX).
I s’agit de la somme de deux termes positifs dont au moins un n’est pas nul. Donc (X | CX) > 0.

Ainsi, S;FT(R) est une partie convexe de M, (R). Ce n’est pas un sev : I, € S;F(R) mais —1I,, ¢ S/ (R).

b) Soit A € SFH(R). Il existe U € O,(R) et D € D+ (R) telles que A = UDUT.

Donc A= = UD~'UT. Ainsi, A~! est symétrique et Sp(A~1) C R* , cest-a-dire A~! € SFH(R).

3) Montrons la propriété par récurrence sur p. Pour p = 1, elle est immédiate.
Pour p = 2, il s’agit de la définition de la convexité. Supposons la propriété vraie au rang p, avec p > 2.

On va utiliser I’associativité des valeurs moyennes.

On suppose Zfill Ai = 1, avec A\py1 > 0 (sinon immédiat par hyp de rec), et on écrit :

ApTp + Apt1Zp+1

Par hypothése de récurrence, on a f (Zf:ll )\ixi> < Zf:_ll i flx) +u f(y).
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Donc on obtient bien f <Zfi1l Aﬂ’z‘) < SN f().

f:ll AN = Zf;ll NiTi + 1y, o0 = Ap + Apy1 et y =

Par définition de la convexité, f(y) <

Remarque : Lorsque f est C1, la preuve la plus simple consiste a utiliser f > L, ou L est la tangente en la valeur
moyenne T = y & _; A\;z;. Dans le cas général, on peut trouver une droite L analogue mais il faut la construire (en

prenant la droite passant par Z et de pente comprise entre fy(Z) et f}(Z)).

4) La fonction In est concave car In" < 0.

Notons A, ..., A, les valeurs propres de A € ST (R). OnatrA=>7_; \; et det A =T[}_; Ak

Donc In (711 py )\k> > %Zzzl In (Ag). En composant par exp croissante, on a %tr(A) > (det A)1/7.

5)a) Ona A™'B = 52B = S(SBS)S~!, donc A~!'B semblable & la matrice symétrique SBS.

On en déduit que A~ B diagonalisable.



Remarque culturelle : en fait, A~' B est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire défini par la matrice
symétrique positive A : autrement dit, avec (X,Y) = (X | AY), on a:

(X,A7'BY) = (XA™'B,Y), car (X,A"'BY) = (X | BY) symétrique en (X,Y).

b) On a SAS = I,. D’autre part, SBS est symétrique, donc par le th spectral, il existe U € O,(R) telle que
UT(SAS)U = D € D,(R).
Mais on a aussi UT(SAS)U = UTI,U = I,,. Donc P = SU € GL,(R) convient (car S = ST).
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6) a) Posons f:x+—— In(1+¢%). On a f'(x) = 1j_ Rl g croissante sur R, donc f convexe.
e e

b) L’idée est déja d’essayer d’appliquer a) dans le méme esprit qu’au 4).
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On a donc f ( > ory :xk) < =3 h_y f(zk), et en composant par exp, on obtient
n n

n n 1/n
1+ exp (711 Z$k> < (H (1+ eXp(%)))
k=1 k=1

En prenant x; = In \g, on obtient donc
n 1/n n 1/n
1+ (H Ak) < (H(l - Ak))
k=1 k=1
Ce qui correspond a la formule lorsque A = I, et B = Diag(\q1, ..., An).

On va se ramener a cette situation en utilisant 5).
On peut utiliser 5) a) ou 5) b) au choix :

- Avec 5) a) : on a det(A + B) = det(A) det(I, + A~'B).

11 faut donc prouver que les valeurs propres de A~'B sont strictement positives :

Or, on a Sp(A~'B) = Sp(SBS) # 0, et VX (X | STBS) = (SX)'B(SX) > 0, car B € S}*(R) et SX # 0.
On a donc det(I, + A~'B)Y/" > 1 + det(A~'B)Y/".

Ce qui permet de conclure en multipliant les deux termes par det(A)l/ n

- Avec 5) b) : En effet, on a PTAP = I,, et PTBP = D = Diag(\y, ..., \y).

Donc det(I,, + D) = (det P)?det(A + B) et 1 = (det P)2det(A) et det D = (det P)? det(B).

On vient de voir précédemment que det(I,, + D)™ > 1+ det(D)Y™, ce qui permet de conclure.



