Révision n°5 bis. Corrigé
1) Posons z = rei?, avec r € [0,1[. On a In(|1 — 2|?) = In((1 — ) (1 — re~)).
Posons f:[0,7r] = R p+— ln({l - pew‘Z) =1Iny(h), ot p(8) = (1 — pe?)(1 — pe~).

(remarque : On rappelle qu’il n’y a pas de In dans C, donc surtout ne pas séparer en deux In.
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Par dérivée logarithmique, Vp € [0,7], f'(p) = ' (0) =— <1 € + € : > — _2Re (1€> )
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Comme |pe®| < 1, alors ——— . = S0 prent)il — S0 jn—lenid
La série entiére p — Zn>1 p”_leme est de rayon de convergence 1.

On peut donc l’intégrer terme a terme (par convergence normale) sur le segment [0, 7] C [0, 1].

n n

Ona f(0) = 0. Donc In(]1 — z]z) =f(r)=-2>"7 Zema = —2Re ( :i’i Zn> .D’ouln(|1 — z]) = —Re ( :i’i Zﬂ) .

2) a) La fonction 6 — ‘)\ — ew{ est continue sur le segment [0, 27], donc U'intégrale n’est pas impropre.
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b) Ona})\—e’@‘—‘l—)\ew‘——Re( ] c ),car |Ae™?| < 1.
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0— > converge normalement sur le segment [0, 27], car supycg 25 <A
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Donc par intégration terme a terme, on obtient fo In ‘)\ e’ ‘ df = —Re e} 0 de | .
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Comme Vn € N*| f027r e "% df = 0, alors J(\) = 027r In |\ — €| d§ =0.
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¢)Ona [;"In|A—e? df = [;"In|A| db + [, >y db.
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Or, nil——df=f;"Inll- do = [y " In|e by o =J " = 0 par b)

Donc J(A) =2rIn|A].
3)a)Ona|p— ew}Q = (p — cos0)? + (sin#)? > (sin ). Donc |p — €| > |sinf)| .
b) On va utiliser le théoréme de convergence dominée pour un parameétre continu :

- on a V6 €0, 2, lim,_1 p<1 In(|p — ew‘) =In(|1 - ew‘)

- pour tout p € [0,1] (avec 1 inclus), la fonction 6 — In(|p — €| est continue sur ]0, 2|

- domination : On cherche ¢ intégrable telle que Vp € [0, 1], V8 €]0, 27, In(|p — €|) < ¢(6).
Pour ‘p— ew‘ <1,ona 1n(‘p— ew‘) < —In(|sind]), car 0 < [sinf| < !p— eie} <1.

Pour }p—eie‘ >1,0na 1n(‘p—ei9’) <In2, car 1< |p—ei9} < 2.

On peut donc prendre ’ »(0) = max(—In(|sinf|), In 2) ‘

1
Or, la fonction § — —In(|sin 0|) est intégrable car en 0%, —In(|sinf|) = —In(d) + o (1) = O <\/§> .

De méme en 27—, car — In(|sin(2m — 0)|) = —In(Jsin|). Donc ¢ est bien intégrable.



On en déduit par convergence dominée que 0 — 1n(‘1 — ew‘) est intégrable sur |0, 27[, et que

J(1)= lim J(p), donc J(1)=0
p—1, p<1

c) Posons A = €. On a J(e¥) = f027r ln(‘ew - em’) do = ffz_@ln(’ei¢ - ei(eﬂo)}) do = fE:;‘p ln(‘l - ew}) de.
Comme 6 — In(|1 — €%|) est 2r-périodique, alors ffzﬂplnql —eif]) df = 027r In(|1 —€”|) d6 = J(1).
Remarque : La fonction § — In(|e? — ¢%|) est continue sur [0, ¢[U]y, 27] et

on dit ici un peu abusivement qu’elle est intégrable sur le segment [0, 27].

Dans 1’énoncé de I’X, cette terminologie était détaillée en préambule.

4) On a In|P(e?)| =In|a| + e In(|Ax — €”]).

Donc  — In |P(e?)| est intégrable sur [0, 2] comme somme de fonction intégrables (au sens du 3) c)).

Et [Z7In|P(e?)| df =27 (In]a] + X, ca In(Ak]), o A = {k € [1,p] | || < 1}



