Révision n°5

Probléme. Fonction beta d’Euler (extrait de Centrale MP 2015)

A. La fonction I
A.l)

a) [1.5 pt] Soient x > 0 et n € N. Montrer que ¢t — (Int)"t* et est intégrable sur |0, +o0[.

On note I' la fonction définie sur |0, +-o00[ par
+o0
Ve >0, I'(x)= / t" et at
0

b) [2.5 pts] Montrer que I' est de classe C°.
Pour la suite, on rappelle (propriété supposée connue ici) que Vo > 0, I'(z + 1) = zI'(x).

A.2) [1 pt] Soient z > 0 et & > 0. Donner la valeur de f0+°° t*te=ot dt en fonction de I'(z) et o®.

B. Equation fonctionnelle de la fonction 5

Pour x > 0 et y > 0, on pose S(z,y) = fol t*= (1 —t)v=1 dt.

B.1) [1 pt] Justifier existence de (z,y) pour tous réels x > 0 et y > 0.

B.2) [1 pt] Montrer que §(x,y) = (y,x) pour tous réels z > 0 et y > 0.

B.3) [2 pts] (%) Soient z > 0 et y > 0. Etablir que S(z + 1,y) = ﬁTyB(x,y).

B.4) [1 pt] En déduire que pour z > 0ety >0, Sz + 1,y + 1) = e y)(iy—k T 1)B(x,y).

C. Relation entre la fonction 3 et la fonction I

I'(z)I'(y)
Iz +y)

C.1) [1 pt] Expliquer pourquoi il suffit de prouver la relation pour x > 1 et y > 1.

On veut montrer que pour x > 0 et y > 0, f(z,y) = , relation qui sera notée (R).

Dans toute la suite, on suppose x > 1 et y > 1.

C.2) [1.5 pt| En utilisant le changement de variable t = #, montrer que
u

+o00 uxfl
B(z,y) :/0 REENGE] du



C.3) [0.5 pt] On note Fj, la primitive sur |0, +oo[ de t — e {t*¥~1 qui s’annule en 0. Montrer que
7y

Vit >0, F,,u(t) <T(z+y)

z—1

C.4) [2 pts] On pose G(a) = O+°° GXWFMJ(H +u)a) du.
Montrer que G est définie et continue sur [0, +oo.

C.5) [1 pt] Montrer que lim,_, oo G(a) = T'(z + y)8(z,y).
C.6) [1.5 pt] Montrer que G de classe C* sur |0, +oo].

C.7) [1 pt] Pour a > 0, exprimer G’(a) en fonction de I'(z), e™% et a¥~L.

C.8) [1 pt] Déduire de ce qui précede la relation (R).

Exercice. Majoration sous-gaussienne

Soit E = {e7,...,ex} un ensemble fini de | vecteurs unitaires de R? |, oit R? est muni du psc ( , ).

Soit X une v.a. a valeurs dans E. On suppose aussi | E(X) = 0

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires. indépendantes et de méme loi que X.

1) [1.5 pt] Soit ¥ € R? un vecteur unitaire. On considére | Lx (t) = E(exp(t (X, 7)) |.

Justifier trés bricvement que Lx est de classe C*°. Indication : Noter que X prend un nombre fini de valeurs !
Calculer Lx(0) et montrer que L’y (0) = 0.
2) On pose S, =Y p_; Xj. Soit A > 0.

a) [1 pt] Montrer que pour tout ¢ > 0, on a
P((Sp, V) > A) <exp(nlnLx(t) — At)

1 2
b) [0.5 pt] On admet ¥t > 0, In Lx(t) < §t2. En déduire P({S,, v) > \) < exp <—)\> .

2n

c) [1.5 pt] En déduire que

)\2
P(|S,]| > A) < 2 _A
(18,02 %) < 2dexp (-5 )

Indication : Considérer une BON (01, ...,74) de R%. On a alors ||Sy|? = Zg:1 (Sn, 002

3) (%) Question supplémentaire : Montrer que (In Lx)" () < 1. En déduire V¢ > 0, In Lx (t) < 3t2.



